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AVVERTIMENTO DELL’ AUTORE. 


Quando nel 1 849 fui dal Governo Granducale incari- 
calo di sostenere interinalmente la Cattedra di Meccanica 
applicala dell’ I. e R. Istituto Tecnico di Firenze, mancava 
affatto a questa scuola ogni insegnamento matematico che 
preparasse convenientemente gli studenti. E sebbene ele- 
mentare fosse il modo, e volgare il linguaggio coi quali 
mi proponeva di esporre i principii della scienza del- 
I’ equilibrio e del moto, e mostrarne le applicazioni alle 
arti, all’ industria ed agli usi della vita, ritenni indispen- 
sabile per rendere le mie Lezioni accessibili ad un mag- 
gior numero di persone, anco le meno istruite, il presu- 
mere nei miei uditori la cognizione almeno delle più im- 
portanti discipline geometriche, o premetterle in serie or- 
dinata di lezioni. Quindi stimai opportuno I intraprendere 
un corso di Geometria elementare il quale riunisse pure 
diverse applicazioni utili. 

Lo studio geometrico della linea retta e del circolo non 
è il solo necessario per I intelligenza degli elementi di Mec- 
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canica, ma talvolta occorre, specialmente nella Teoria dei 
movimenti, di avere anco lina completa cognizione delle 
curve non contemplate generalmente dalla Geometria ele- 
mentare. Onde però evitare il caso nell'esporre la Meccanica 
di richiamarle nuovamente alla memoria degli scienti, e 
mostrarle separatamente agli ignari fra i miei uditori, e così 
divagare dal soggetto principale, giudicai conveniente di 
riunirle in un corpo di Lezioni, che facessero appendice a 
quelle di Geometria elementare, prima di procedere al 
corso di Meccanica. Le Lezioni di Geometria delle Curve 
che vengono alla luce in questo unico volume, sono ap- 
punto quelle, che manoscritte mi servirono di guida per det- 
tarle agli uditori dell’ Istituto Tecnico dell' anno scolasti- 
co -1 8 49—50, e che concorsero a’ formare insieme il Corso 
industriale di Geometria e Meccanica , da me professato pub- 
blicamente dappoi pel corso non interrotto di quattro anni. 

Per meglio servire 1" ordine delle materie ho aggiunte 
quattro Lezioni sulla generalità delle curve, nelle quali, pre- 
messe le definizioni e nozioni generali, si tratta primie- 
ramente della curvatura delle linee e delle superficie curve 
siccome quella che fa acquistare un idea più esatta della 
forma dei corpi in natura, e pone in grado di darla con più 
facilità ai prodotti industriali : e poi si espongono i processi 
generali per descrivere e costruire qualunque curva tanto 
geometricamente che meccanicamente; e si danno le re- 
gole per rettificare e misurare le curve, per riquadrare le 
superficie piane terminate da curve, e le superficie curve, 
e per ricubare i solidi. Le sezioni coniche, cioè la Para- 
bola, la Ellisse e la Iperbola, essendo fra tutte le curve 
quelle che godono di un maggior numero di proprietà, 
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c sono |iiìi feconde di applicazioni in ogni ramo di indu- 
stria, richiedevano nell' esporle una maggiore estensione; 
perciò sono stato obbligato di impiegarvi non meno di 
nove Lezioni. Nelle rimanenti ho trattate successivamente 
tutte le altre curve che non sono tanto conosciute come 
le sezioni coniche, ma non per questo sono meno impor- 
tanti in alcuni casi dell’ arte di edificare e della costru- 
zione delle macchine. Così nelle Lezioni XIV e XV ho 
esposto la Cassinotele , la Catenaria e la Lemniscata, 
nella XVI ho parlato delle Spirali piane, nelle XVII, XVII! 
si contengono le curve generate dalla rotazione di una 
curva sopra un altra, cioè le Evolventi, le Cicloidi e le 
Epicicloidi ; la XIX abbraccia la Sinusoide, la Concoide e 
le Curve di estradosso, e finalmente nella XX ho trattato 
delle Eliche. In tutte queste curve ho singolarmente te- 
nuto lo stesso ordine di esposizione indicato in genere 
per le prime quattro Lezioni, oltre di che ho fatta cono- 
scere per ciascuna la generazione, ho dimostrate le prin- 
cipali proprietà, ho insegnate le regole per condurre le 
tangenti e le normali, ho considerato le più importanti 
applicazioni ed ho data una idea degli slromenti per co- 
struirle. 

I medesimi motivi che mi hanno impegnato nella 
pubblicazione di queste lezioni mi hanno indotto altresì, 
a conservare 1 originalità con cui furono improntate; ciò 
nonostante, ove alle materie conveniva di dare più chia- 
rezza e maggiore' sviluppo, ho fatte varie correzioni e 
molte aggiunte. E nelle note apposte a piè di pagina ho 
date alcune dimostrazioni e diverse nozioni e spiegazioni 
che dall’ indole del testo non erano consentite, e che ser- 
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viranno per quei lettori forniti specialmente di quelle co- 
gnizioni elementari di matematica, che non ammisi nei 
miei uditori. Alla fine del volume ho aggiunte delle note 
separate, fra le quali ho esposto vari metodi generali per 
la costruzione delle Tangenti e delle Normali, che potreb- 
bero far seguito al § 22 della prima Lezione sulle Curve 
in generale. 

Qui mi gode 1 animo di mostrare come io vada de- 
bitore all intelligenza del Tipografo per avermi secondalo 
nella pubblicazione del mio lavoro, con una corretta ed 
elegante edizione, e di render lode all' incisore signor 
Raffaello Foggi, che ha saputo con accuratezza riprodurmi 
i disegni delle figure. 

Le materie che costituiscono il corso di queste Le- 
zioni non essendo che la ripetizione di cose elementari 
e ben note, non presumo alcun merito nell averle redatte; 
ma pure se qualcosa mi appartiene, spero che il Lettore 
intelligente ed imparziale saprà distinguerlo da ciò che 
non è mio, e giudicherà intanto del modo col quale, ani- 
mato dal sentimento del dovere e dalla mia sola volontà, 
disimpegnai una parte dell insegnamento affidatomi. 
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TAVOLA DI CORRUZIONI CD AGGIUNTE. 


Essendo difficile nelle opere d indole matematica 
levitare alcuni errori indipendenti dall'abilità del Tipo- 
grafo, lo studente è invitato ad eseguire nei luoghi sotto- 
indicati, avanti di intraprendere la lettura di ciascun pa- 
ragrafo del libro, le seguenti correzioni ed aggiunte, senza 
di che potrebbe incontrare talvolta delle difficoltà nella in- 


telligenza delle materie. 


ERRORI 

Pag. liti. 

Ji I I nei punii M'M'M'", ec. 
SO 31 dal punto, A' 

23 29 parallela ad B B' 

57 4 1’ asse VO 

60 1 parallelo 

64 12 lato VB 

62 4 due nappe 

84 


84 45 sonori 

85 14 dal punto M' 
87 


CORREZIONI 

nei punii SI', SI'', Sl"'tec. 
dal punto A 
parallela a DB’ 

Passe VC 
parallela 
lato VD 
due branche 

Nella lig. 80 si ponga la lettera E 
che indichi il fuoco e nella 81 si 
pongano i numeri 4, 2, 3, 4, ec., 
per indicare sull’asse l’incontro 
delle perpendicolari condottevi 
dai punti a’, b', /, ec. 
armonici 

dal punto d’incontro M’ 

Nella fig. 86 invece di S posta al 
' piede dell’ordinata condotta da 
N si ponga s. 
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LA GEOMETRIA DELLE CURVE. 


I»h.k Cui vi; ih (;khkii m.k 


LKZIONK PRIMA. 


Definizioni — Curvatura delle linee — Curvatura della superficie 


Definizioni. — (.La traccia continua, che si supponga 
generata da un punto geometrico moventesi in successive e di- 
verse direzioni, si chiama linea. 

2. La linea è retta ove la direzione si mantiene costante- 
niente la stessa per la durata di moto del punto generatore. La 
linea è curva quando la direzione varia in ciascun istante per 
ogni mutazione di luogo. 

3. E siccome la direzione può esser variabile in modi infi- 
niti, è adunque chiaro che le linee rette costituiscono una sola 
specie, ed invece esiste una infinità di linee curve differenti. 

4. Le curve che applicate sopra un piano vi combaciano in 
tutta la loro estensione, diconsi piane, o u semplice curvatura. Le 
altre che non godono di questa proprietà, presentano due curva- 
ture. e son dette a doppia curvatura. 

5. Ambedue poi si distinguono in curve rientranti o chiuse 
se un punto può continuamente tornare a percorrerle e rac- 
chiudono spazio, ed in curve apei'te quando da ogni parte pro- 
lungale all' infinito non racchiudono spazio. 
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(j. l’or esempio: 11 circolo, la più semplice fra tulle le curve, 
è una curva piana e chiusa : un gelto d' acqua descrive una 
curva piana ed aperta: la linea di intersezione di due tubi cilin- 
drici è una curva chiusa a doppia curvatura ; e lo spigolo dei 
pani di una vite è formato da una curva aperta a doppia cur- 
vatura. 

7. La concavità di una curva si considera da quella parte 
verso la quale si succedono i cangiamenti 
di direzione: la convessità si riferisce alla 
parte opposta ove si può condurre una tan- 
Fìg. i. genie alla curva; cosi la curva M N ( fig . 1) 

rivolge la sua concavità alla linea CD e presenta la sua con- 
vessità alla linea A B. 

N Talvolta le curve dopo aver rivolta per qualche tratto la 
loro concavità, invertita la curvatura, vi oppongono la conves- 
sità e viceversa. Il punto singolare * ove accade questa inver- 
sione, e che è il confine della concavità e 
della convessità, si chiama punto d’ infles- 
sione. Cosi la curva A B C (fig. 2) ha nel 
Fìg. s. punto B, ove si inverte la curvatura, un 

punto di inflessione, ed è concava da A in B convessa da B 



in C e viceversa. 

9. Noi sappiamo che una superficie è un piano quando una 
linea retta postavi in tutti i sensi vi combacia interamente. Ogni 
altra superficie in cui non si riscontri questa proprietà à cur- 
vilinea. 

10. Le superficie curvilinee prominenti in un corpo si di- 
cono convesse, e per un punto qualunque di esse si può con- 
durre un piano tangente ; al contrario le depresse si chiama- 
no concave. Le une come le altre sono a semplice o a doppia 


' La Geometria chiama punti singolari di una curva <|uelli che so- 
disfano a condizioni particolari della medesima, e sono i nodi, i punii 
multipli, di regresso e d’inflessione. 
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curvatura se incurvale in un sol senso o in più : cosi le super- 
ficie cilindriche e coniche sono a semplice curvatura, e le sfe- 
roidiche a doppia curvatura. 

Il In generale, ove le intersezioni AB, CD (fig. 3) di 
N due piani MN, P Q secanti una su- 
perficie curva A C B D si tagliano, ed 
hanno la concavità o la convessità 
rivolta verso la stessa parte, la su- 
perficie è concava o convessa (§ 10), 
ma ove la concavità della una sia 
opposta alla convessità dell’ altra. 
(fig. 4) la superficie partecipa di 
ambedue, e si dice concavo-convessa. Tale è la superficie di 
alcune parti di una nave, di una sella da cavalcare, del ca- 
nale esterno di una carrucola ec. 

12. Una superficie curva ABEF (fig. 5) può in generale 
supporsi generata da una linea A B che, mo- 
vendosi con qualsivoglia legge sopra una se- 
conda linea C D fissa rispetto alla prima, la- 
scia dietro a se una traccia continua. La linea 
mobile A B si chiama genei-airice, è l' altra 
fìssa C D che dirige il movimento si dice di- 
rei trice. 

13. Quando la direttrice è la circonferenza A GB (fig. 0) 
di un circolo attraversato perpendicolarmente nel 
centro da una linea retta MN, e la generatrice è 
una curva piana 0 P qualunque, girevole intorno 
alla retta MN, in modo (jhe ciascuno dei suoi 
punti mantenga la stessa disianza dalla medesi- 
ma; la retta M N, la superficie generata e lo spa- 
zio da essa compreso si chiamano asse, superficie, 

Fik 6 c solido di rivoluzione. 

Se la linea generatrice delle superficie c dei solidi di rivo- 
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lozione si cangia in una linea retta parallela, o inclinata sotto 
un angolo qualunque all asse, o in una mezza circonferenza, 
il cui diametro sia l' asse stesso, ne otterremo i tre corpi ro- 
tondi, cioè il cilindro, o il cono, o la sfera, dei quali già trattam- 
mo nelle nostre lezioni di Geometria elementare. 

14. Finalmente chiameremo superficie sviluppabili quelle 
che possono essere applicale, distese, spiegale, in una parola 
sviluppale sovra un piano in modo che vi combacino in tutte 
le sue parti senza fendersi o allungarsi, senza sovrapporsi o ac- 
corciarsi. Sono rigorosamente tali soltanto le superficie a sem- 
plice curvatura (§ IO), cioè di natura cilindrila, o conica, o cilin- 
dro-conica. In generale tutte le superficie di rivoluzione generate 
da una curva non sono sviluppabili; però una superficie non svi- 
luppabile può svilupparsi con metodi di approssimazione. 

Nelle nostre lezioni di Geometria elementare esponemmo la 
dottrina delle superficie sviluppabili e non sviluppabili, e vedem- 
mo quanta ne sm estesa 1 applicazione alle arti, e quanti van- 
taggi ricavi l' industria nella soluzione geometrica di questioni 
ad essa relative. Questo non è luogo di ripetere simile esposizione, 
e basti a noi l'aver rammentato una tale specie di superficie 

15. In queste lezioni ci occuperemo sopratutlo delle cur- 
ve piane. Tutte le verità geometriche che si referiscono alla li- 
nea retta ed al circolo, di cui lo studio, e le applicazioni sono 
state T oggetto delle precedenti lezioni di Geometria elementare, 
all' uopo le richiameremo come dimostrate. Le linee poi a dop- 
pia curvatura richiedono considerazioni non abbastanza elemen- 
tari perché possano convenire interamente all' indole di questo 
libro, e la loro applicazione ai lavori d industria non essendo 
tanto frequente, ci limiteremo a quello che può esser d uso nelle 
Arti c di utilità agli Artisti. 

i’arvnlura delle linee. — Iti. l’er indicare il modo di 
valutare la curvatura delle linee e delle superficie è d uopo far 
precedere alcune idee sulla curvatura del circolo. Un punto M, 
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jiotendo moversi sopra la circonferenza di un circolo M M" O C 


M percorre successivamente gli spazi o archi M' M", M" 31"', 
M"‘ M". ec., uguali all' arco già descritto M M', condotte le cordo 


nei punti M’ M" M’". ec.. gli angoli M" M' T'. M"' M" T", 
M" M'" T", ec., daranno il valore della curvatura dei respeltivi 
archi M' M", M" M"', M " M ,v ec.; ma gli angoli M' M T, M" M' T'. 
M " M" T", M IV M " T"\ ec. essendo respettivamenle misurati 
dalla metà degli archi M M'. M' M", M" M'", M'" M” ec. tutti 
eguali fra loro, sono uguali; dunque gli archi M M', M' M", M" M"\ 
M 1 " M'\ ec. hanno la curvatura uguale, cioè la curvatura (li un 
circolo è sempre la medesima in qualunque siasi punto della sua 
circonferenza. 

\1. Esempi. Un uomo che vuole camminare sul margine 
di una peschiera circolare se procede coi medesimi passi per- 
correrà spazi uguali, e ad ogni passo si discosterà della medesima 
quantità dalla tangente verso cui dirige lo sguardo, c perciò 
senza accorgersene eserciterà sempre il medesimo atto per vol- 
gersi verso il centro della peschiera a line di mantenersi sul 
suo cammino. Un cavaliere che voglia far descrivere al suo ca- 
vallo un circolo farà si di deviare ad ogni passo del medesimo 
spazio dalla direzione della tangente, ed a tale effetto userà il 
medesimo sforzo per obbligare il cavallo a volgersi ugualmente 
verso il centro del circolo clic vuole descrivere 



[fìg. 7) di raggio qualunque C ài sen- 
za allontanarsene, percorra un arco 
M M anco infinitamente piccolo ; tira- 
ta la corda M M' si osservi che il punto 
M giunto in M' avru deviato dalla dire- 
zione della tangente M T, condotta in 
M. deir angolo M‘ M T; perciò all'am- 
piezza dell angolo M' U T potrà rife- 


rirsi il valore della curvatura dell arco M M\ Ora se il punto 
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1 8. Sopra due circoli ( fig . 8) dei quali il raggio c m sia minore 
del raggio C M , si prendano dub archi tn m'. M M' 
uguali fra loro in lunghezza Condotte le corde 
m tu', M M' e le tangenti m t, M T, gli angoli 
m' m I, M'MT indicheranno la curvatura degli 
archi respettivi in tu', M M'; (§ 10) ma come l’an- 
golo al centro mi cm misurato dall'arco mtn' 
di raggio minore è maggiore dell' angolo, al 
centro M' C M misuralo dall’ arco M M' di rag- 
gio maggiore, l’angolo itimi è maggiore del- 

pìg- »■ f angolo M'MT; dunque la curvatura di due 
circoli sta iti ragione inversa della grandezza dei loro raggi. 1 Per 
questo appunto se il raggio di un circolo è grandissimo la sua 
curvatura sarà piccolissima, ed apparirà insensibile. E da lutto 
ciò linalmente si concluderà che la misura della curvalura del 
circolo è data dalla grandezza del raggio. 

19. Il raggio della terra essendo lungo più di sci milioni di 
metri, uno dei cerchi massimi della medesima, come l equatore 
o un meridiano, è meno curvato un milione di volte di un cir- 
colo che avesse sei gìetri di raggio, e dodici milioni di volte di 



1 Volendo con rigore algebrico dimostrare questa proposizione, si 
chiamino R, r i raggi di due circoli, I la lunghezza degli archi M M . 
miti, sieno K,n i numeri dei loro gradi, A, a gli angoli formati dalle tan- 
genti con le corde ed avremo 

i J» : 3 go" : i 7T u 
• i n 1 360 " :: / : tur 

ove n è il nolo rapporto della circonferenza al diametro, e dalle quali 
se ne trae 


N : n r : lt: . 

ina chiamando C, r le curvature degli archi M M', m ni ovvero dei re- 
spettivi circoli si ha 

n : n :: a : « :: c : r 


dunque sarà sempre 

C 

come si volc\a dimostrato. 


r ; lt 
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uiui rota di carrozza che abbia mezzo metro di raggio ; perciò 
la curvatura della terra ci appare insensibile a brevi distanze, e 
soltanto nei grandi spazi del mare su cui può estendersi la no- 
stra vista, l occhio il meno esercitalo distingue una leggera 
curvatura 

20 Premesso che il raggio dà la misura della curvatura del 
circolo, vediamo come questo sia stato dalla Geometria felice- 
mente applicato a misurare la curvatura delle altre linee curve 
di qualsivoglia specie. Sopra una curva qualunque M N 9) 
di cui si vuule conoscere la curvatura, si 
prendano tre punti consecutivi a, b, c vi- 
cinissimi fra loro, pei quali si faccia pas- 
sare la circonferenza di un Cerchio di 
cui il centro sia C ed il raggio Co 
Quanto più i punti a, b, c saranno vicini 
fra loro, tanto piu l'arco ac di questo 
Fi * cerchio si confonderà con l'arco abe 

della curva M N, della quale fra i punti a c la curvatura sarà la 
medesima del circolo, e perciò ugualtnente misurata dal raggio 
C. a. Se si considerano altri tre punti consecutivi c,d, e, pei quali 
si faccia passare una seconda circonferenza di raggio c C' fra i 
punti c, d, e, il secondo circolo e la curva avranno la stessa cur- 
vatura misurata dal raggio C c In simil guisa operando succes- 
sivamente di tre in tre punti per tutta la estensione della cur- 
va, otterremo una serie di archi di cerchio, che rappresenterà la 
linea MN e ad essa potrà sostituirsi. Adunque poiché la curva- 
tura dei circoli è in ragione inversa della grandezza dei raggi 
(§ 18). la curvatura di una linea qualunque MN sarà valutata 
dalla misura dei raggi dei diversi archi condotti nel modo in- 
segnato. 

21. Quel circolo abe C condotto a contatto di un punto di 
una curva MN e che ha la medesima curvatura di una porzio- 
ne abe di essa, chiamasi dai geometri circola osculatore II rag- 
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f?*° a C di questo circolo si dice faggio di cui natura, e final 
mente il suo centro C ò detto centro di curvatura 

22. Conducendo mi un punto 1* (fìg. 1 0) di un circolo osculato- 
re della curva MN la tangente PT. questa 
sarà pur tangente alla curva; e siccome 
la tangente al cerchio è perpendicolare 
al raggio condotto nel punto di contatto, 
il raggio di curvatura sarà perpendico- 
lare o normale alla periferia del circolo 
osculatore, ossia alla curva M N, nel pun- 
fìb - 10 to P. Si osservi una volta per sempre 

che quando il pm.lo di contatto è quello p di unione di due ar- 
chi osculatori [fìg . IO, II) la retta pi sarà tangente comune; 

i raggi di curvatura si troveranno sulla li- 
nea che passa pei centri C. c; e la distanza 
C c dei centri sarà la differenza dei raggi 
[fìg- IO) se la curva è totalmente con- 
vessa o concava; la somma [fìg. H) se p 
è uh punto d inflessione (§ 8); ; perciò gli 
archi osculatori presenteranno la stessa 
continuità dell'andamento della curva sen- 
za formare angolo di sorta. 

Il saper condurre la normale o la tan- 
gente ad unti curva è della più grande 
importanza per le arti. Per esempio è ne- 
cessario all architettura stabilire la direzione delle commettiture 
dei cunei di un arco, le quali non sono che le normali al profi- 
lo curvilineo di esso. Sebbene per ogni curva vi sia un qualche 
metodo particolare, si può in generale condurre una tangente o 
una normale ad un punto di una curva determinando il raggio di 
curvatura corrispondente al punto stesso, ed elevando su que- 
sto una perpendicolare ; il raggio sarà la normale, e la perpen- 
dicolare sani la tangente. 
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23. Rispetto alle linee a doppia curvatura (§ 4) basti l'accenna- 
re che la loro curvatura può esser misurata dal circolo in un mo- 
do analogo; se non che i circoli osculatori di una curva a semplice 
curvatura sono situati nel suo medesimo piano, mentre quelli di 
una curva a doppia curvatura sono collocati in piani differenti; im- 
perocché una curva a doppia curvatura M N [fig. 12) non potendo 

applicarsi sopra un piano, due archi 
consecutivi A P, P n, o i respeltivi 
circoli osculatori, si troveranno in 
piani diversi inclinali fra loro, ed 
aventi la tangente T Pf, condotta al 
punto di congiunzione P. per linea 
di loro comune intersezione. Quel 
piano su cui si trova il cerchio che misura la curvatura di ciascun 
arco della linea chiamasi piano osculatore. E siccome i raggi di 
curvatura C P, c P sono perpendicolari alla tangente T P t (§ 22) 
nel punto P, I angolo CPt misurerà 1' inclinazione dei piani 
osculatori dei due archi consecutivi A P, Po; e cosi giungere- 
mo a valutare interamente la curvatura delle linee a doppia 
curvatura conoscendo altresi la posizione dei piani osculatori. 1 

l'arvsturo delle ■npcrflcir. — 24 Come il circolo serve 
a valutare la curvatura delle linee, serve altresi a valutare 
la curvatura delle superficie Facilmente si 
comprende che tagliando una superficie cur- 
va qualunque A B D C [fig. 13) con un piano 
MN PO, la linea d' intersezione R S è una 
curva piana, della quale facile ci sarà deter- 
minare i raggi di curvatura (§§ 20, 21) po- 
sti tutti sul piano M NPO, e quindi cono- 
scere la curvatura della linea R S, che ivi 
coinciderà con quella della superficie, e che si dice linea di enr- 

1 Alla geometria descrittiva appartiene l'insegnare le regole per 
determinare la posizione ili due piani clic si tagliami 
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vatiira. Ora conducendo più piani secanti, avremo altrettante 
linee segnate sulla superficie, delle quali conosceremo pure la 
curvatura. Adunque la curvatura delle linee tracciate sopra una 
superficie secondo le condizioni volute dall' indole e rigore della 
ricerca, ci darà piena cognizione della curvatura della intera 
superficie. 

25 Le superficie rapporto alla loro curvatura si dividono in 
tre classi ben distinte fra loro, che giova indicare. 

26. Nella prima classe la curvatura di ciascuna delle linee 
che possono disegnarsi sopra ogni superficie, è diretta nello stesso 
verso, cioè le superficie sono interamente concave, o conves- 
se (§ 1 1 ), ed il centro di curvatura è situato sempre dalla parte 
della concavità. ^ 

La superficie sferica, quella di una vela gonfiata dal vento, 
dei globi aereostatici, delle cupole, dei pomi, dei corpi di forma 
ovale, del bozzolo ec , si comprendono in questa classe. 

27. La curvatura della superficie sferica è quella che si misu- 
ra più facilmente di ogni altra. Tutte le sezioni che possono farsi 
all' infinito pel centro di una sfera sono tutti circoli uguali fra loro 
e concentrici ; ma essi hanno la loro curvatura uguale in ogni 
suo punto ed in ragione inversa del raggio (§§ 16, 18); dunque 
la curvatura della sfera è la medesima in tutti i suoi punti ed in 
ragione inversa del proprio raggio. 

28. Nella seconda classe la curvatura di un sistema di linee 
disegnate sopra ciascuna superficie è nulla, cioè quelle linee sono 

rette. Si comprendono in questa classe tutte le su- 
11 i -, perfide a semplice curvatura (§10) o sviluppa- 
bili (§ 14) La loro curvatura è zero nel senso 
i ' j della generatrice rettilinea, mentre ne hanno una 
5 vj_"l " e più o meno distinta nel senso della direttri- 
i ce (§ 13). Nelle superficie d' indole unicamente ci- 

Fig u. lindrica [pg. 14) la direttrice o base a bc, è uguale 
ad ogni sezione A B C parallela ad essa, ed ha la medesima cur- 
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vatura; ma nelle superficie di natura unicamente conica, ove 
ogni sezione abc ( fig . 15) parallela alla base A BC è a lei si- 
mile, la curvatura è in ragione inversa della sua 
distanza dal vertice V ; ossia è sempre maggiore 
andando dalla base al vertice. 

29. La terza classe infine comprende le su- 
perficie che hanno porzioni della loro curvatura 
oppostamente rivolte fra loro ; cioè il centro di 
curvatura delle intersezioni fatte in un senso si 
trova da un lato della superficie, mentre quello 
delle intersezioni fatte nell’ altro senso trovasi 
nel lato opposto ; e che noi abbiamo già chiamate concavc-con- 
vesse (§ U.fig. 4). 

di) Per esempio, la superficie della scanalatura di una carru- 
cola [fig. 16) ha la sua curvatura circolare di- 
retta in senso perpendicolare all asse della ro- 
ta, col suo centro di curvatura situato sull’ asse 
stesso, mentre nel senso dell asse ha la curva- 
tura col centro posto al di fuori della medesima 

di . Nelle superficie componenti le classi rammentate esistono 
sempre due linee di curvatura (§ 24), una delle quali fra tutte 
gode della maggior curvatura, c si dice linea di massima curva- 
tura, e l’altra della minor curvatura, e si dice linea di minima 
curvatura. 

Tutte le linee di curvatura, descritte in condizioni analoghe 
alle linee di massima e di minima curvatura, copriranno intera- 
mente la superficie, e costituiranno respelli vamente il sistema 
delle linee di massima curvatura, ed il sistema delle linee di 
minima curvatura. 

Ci limiteremo ad accennare, senza darne dimostrazione, che 
le linee di massima curvatura saranno sempre perpendicolari a 
quelle di minima. 

32. Nelle superficie sferiche, come in quella della terra, i 



Fig. 16. 
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meridiani formano il sistema delle linee di minima curvatura, ed 
i paralleli quello di massima curvatura, ed i primi sono perpen- 
dicolari ai secondi. 

Nelle superficie cilindrica e conica, i lati o spigoli 6ono le 
linee di minima curvatura, e le sezioni fatte da' piani perpendi- 
colari all’ asse sono le linee di massima curvatura ; ed è noto che 
gli spigoli sono perpendicolari alle sezioni. Nella superlìcie del' 
canale di una carrucola le sezioni dei piani che passano per l’asse 
costituiscono le linee di massima curvatura, e quelle che gli sono 
perpendicolari le linee di minima. 

33. La Geometria dimostra, e noi semplicemente enunciamo, 
che conducendo da ciascun punto di una stessa linea di curva- . 
tura una perpendicolare alla superfìcie, tutte queste perpendico- 
lari formeranno una superficie che sarà necessariamente svilup- 
pabile. Questa preziosa proprietà, come tutte le altre di cui 
godono le linee di curvatura, è fecondissima di applicazioni alle 
arti, e specialmente al taglio delle pietre nella costruzione delle 
volte, onde determinare le superfìcie di commesso. Ma que- 
sto non essendo il nostro assunto, rimandiamo gli studiosi, che de- 
siderassero conoscere la intera dottrina delle linee di curvatura 
e le sue applicazioni, ai corsi ordinari di Geometria descrittiva, 
ed a quelli speciali di costruzioni e di disegno geometrico. 1 

1 Dcpi.n, Déceloppemeuts ile géométrie. — Munge, Geometrie dcscriptioe. 

— ItoNUELFT. Art de bétir ec. 


Digitized by Google 



LEZIONE SECONDA. 


13 


Applicazioni della Curvatura — Descrizione e costruzione 
delle Cune. 


Applicazioni della curvatura. — 34. Nella pratica 
delle arti la determinazione del circolo osculatore e quindi del 
raggio di curvatura di ogni sezione di una superficie non è priva 
di utilità. Per eseguire con facilità e precisione le operazioni 
dei lavori d' industria, spesso si ricorre all’uso degli stromenti, 
e dei meccanismi, i quali riguardar si possono come la tradu- 
zione materiale di melodi generali dettati dalla scienza in regole 
speciali di pratica. Finora scarsi furono i tentativi dell'arte nella 
costruzione di stromenti, i quali con facilità si prestino a deter- 
minare nei diversi casi il raggio di curvatura di tutte le sezioni 
che far si possono in una superficie, ma sperando che dall’ in- 
gegno degli artisti scaturisca un’ invenzione completa per tali ri- 
cerche, non vogliamo passare sotto silenzio uno stroraento sem- 
plicissimo, lo sferometro di Malocchi.' 

35. Lo sferometro di Maiocchi consiste in una verga rigi- 

1 Lo sferometro come quello Hi Caurhois serve particolarmente a 
determinare e riconoscere la curvatura della superficie sferica, ma que- 
sto stromento come atto a determinare la curvatura di qualunque linea 
e superficie si potrebbe chiamare più propriamente curvometro: nondi- 
meno conserveremo il nome col quale è conosciuto per rispetto all’il- 
lustre professore Maiocchi che lo inventò. Vedi Maiocchi, Manuale ili 
Geometria per Ir Arti c Mestieri. Parte seconda, flap. I, Sezione 111 
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da A B (fif/ 17) nel mezzo della quale si muove perpendicolar- 



mente una se- 
conda verga CD 
terminata nella 
punta D, che può 
altresì assicurar- 
si in una posi- 
zione fissa me- 
diante la vite di 
pressione v Due 
manicotti M, M' 
terminati nelle 


punte p,fJ scor- 
rono sulla verga A B al di qua e al di là del punto 0 e possono 
mediante le viti di pressione V, V' fissarsi sulla medesima a piaci- 
mento dell’ operatore. La disposizione dello stromento e la per- 
fezione della costruzione devono esser tali che le tre punte 
p, D,p' si trovino sempre sovra il medesimo piano qualunque 
sieno le posizioni dei manicotti M, M' e della verga C D. 

36. Per usare dello stromento sopra una linea XpDpf V di 
curvatura della superficie da sperimentarsi, si segnano due pun- 
ti p,pf e vi si appoggiano le punte dei manicotti situandoli a di- 
stanze presso che uguali dal punto 0, dipoi si scorre la verga C D 
in modo che la punta D tocchi 1’ arco p p'. Fissato invariabil- 
mente il sistema, si trasporta lo stromento applicandolo sopra 
una superficie piana, come sopra un foglio di carta, e corrispon- 
dentemente alle tre punte dello stromento vi si segnano tre pun- 
ti, pei quali si fa passare la circonferenza di un circolo, che sarà 
il circolo osculatore dell' arco p p' della linea di curvatu- 
ra Xp 1)// Y. Operando analogamente sopra gli archi successivi 
si otterranno (§§ 20, 21) tutti i circoli osculatori o raggi di cur- 
vatura della intera linea di curvatura XpDp' Y In simil guisa 
potendo determinare i raggi di curvatura delle linee che com- 
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pongono i sistemi delle linee di massima e minima curvatu- 
ra (§ 31) giungeremo a conoscere interamente la curvatura di 
una superficie di ciascuna delle tre classi rammentate (§ 25). 

37. Mentre collo sferometro di Maiocchi si perviene conve- 
nientemente a determinare la curvatura delle diverse sezioni 
che compongono una superficie, rimane tuttavia non facile descri- 
vere su questa la traccia di quelle. Nell assoluto difetto di stro- 
menti che eseguiscano siffatta operazione, crediamo utile di offrire 
allo studio dei giovani artisti un' idea da porsi in atto colla co- 
struzione di un vero e proprio stromento, il quale si presti a de- 
scrivere nel miglior modo le linee di curvatura di una superfi- 
cie. Si immagini un telaio A H C D (/?</ 18) nei lati A D, Il C del 
quale sieno infissi due perni P p, P' p! capaci di sostenere per i 
suoi poli p, p' un corpo, che noi per semplicità supporremo una 
sfera S. Una verga V e terminata in basso da una materia colo- 
rante, come una punti* 
di lapis, scorra vertical- 
mente in un manicotto 
m mentre questo può 
moversi lungo il lato 
A B in modo che le tre 
punte pvp' si trovino 
sempre nello stesso pia- 
no. Ora si comprende 
facilmente che, dando 
un moto di rotazione 
alla sfera, per ogni po- 
sizione del manicotto 
m la punta v segnerà sulla superficie sferica un parallelo; men- 
tre trasportando il manicotto m lungo il lato A 11, per ogni 
diversa posizione della sfera la punta v segnerà un mezzo 
meridiano Cosicché con simil processo giungeremo a segna- 
re tutte le linee componenti i sistemi delle linee di massima 
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e minima curvatura della sfera, come di ogni superficie delle 
tre classi (§ 25). 

38. La curvatura delle linee e delle superficie in cui termi- 
nano i corpi è una parte della Geometria feconda di considera- 
zioni e di applicazioni, ed il suo studio è di grande importanza 
ed utilitàrie scienze e alle arti anco umili per spiegare e rav- 
vicinare dei fatti, per indurre e conseguir degli effetti. 

39. La Storia Naturale coll’ aiuto della Geometria studia le 
varie forme che la natura assegnò mirabilmente ai corpi animati 
rapporto alle loro condizioni di volare nell'aria, di nuotare nel- 
l'acqua, di muoversi sulla terra, studia le forme dei minerali, 
o delle piante in relazione alla loro formazione, o alla loro vita 
organica. 

40. La Fisica e la Chimica stabiliscono con regole e leggi geo- 
metriche la forma degli apparecchi che si prestino, secondo 1 in- 
dole della loro ricerca, a riprodurre un fenomeno, ad eseguire 
una operazione. 

41 . L' Idraulica assegna con rigor geometrico la curvatura 
della superficie dei corpi destinati a resistere alla velocità di 
una corrente, a variarne la direzione, a distruggere o modificarne 
gli effetti. 

42 La Meccanica determina le superficie degli organi che 
entrano nella composizione delle macchine, ed in generale dei 
corpi che vuole obbedienti alle sue invariabili leggi. Sebbene 
nella natura si eseguiscano con rara perfezione delle operazioni 
a cui le nostre arti e mestieri non giungono, o vi giungono ol- 
trepassando appena la mediocrità, la Meccanica tenta d'imitarle 
studiando i modelli e gli esempi che le offre la stessa natura in 
analoghe condizioni. 

Per esempio: gli animali erbivori hanno i denti perfettamente 
disposti per triturare le materie vegetabili colle quali si alimen- 
tano, e la loro forma ò inalterabile malgrado l' attrito continuo 
che esercitano per la triturazione; mentre la forma delle nostre 
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inacini da inolino tosto si guasta, il che ci costringe a corregger- 
la, n rinnovarla onde ottenere il conveniente lavoro. Il signor 
Molarti membro dell Istituto di Francia si occupò di costruire 
delle macchine macinanti, ove imitando la forma dei denti mo- 
lari dei cavalli, conservò inalterata quella delle parti destinate a 
macinare, ed impedi che la triturazione divenisse imperfetta. 

43. L'Architettura navale disegna le linee di curvatura della 
superficie di una nave, onde sodisfaccia alle condizioni richieste 
dalle leggi del moto e dell’equilibrio, sia per galleggiare e resi- 
stere all impeto dei fluiti, sia per fendere le acque con maggior 
velocità. La natura stessa presenta all arte nelle forme del cor- 
po dei pesci dei modelli degni di esser profondamente studiati 

44. L'Architettura in generale non è capricciosa nell asse- 
gnare alle sue opere la forma conveniente perchè questa corri- 
sponda alle leggi statiche, c si uniformi alle regole estetiche. 

4;>. La Scultura nello studiare la curvatura delle superficie dei 
corpi, che deve riprodurre in rilievo, imparerà dei mezzi facili per 
esercitare il suo occhio, ed eseguire con piò esattezza e perfezione 
i suoi lavori servendosi anco degli appositi stromenli (§§ 36, 37) 

Le Arti del Disegno in generale col continuo studio sulla cur- 
vatura delle superficie e sull effetto variato della luce e delle 
ombre, giungeranno a rappresentare piò speditamente gli oggetti, 
c gli artisti tutti acquisteranno un maggiore o minor grado 
di abilità nel giudicare a colpo d’occhio della vera -forma dei 
corpi, che si abitueranno a contemplare di preferenza. 

46 L'Agricoltore intelligente curverà le orecchie del suo 
aratro o coltro nel modo migliore per operare il lavoro, che egli 
sostituisce a quello piò lungo c faticoso delle sue braccia. 

L' Ottica potrà dare alle lenti ed agli specchi la curvatura 
corrispondente alle leggi di refrazione e di reflessione. 

Il Carrozziere curverà le parli di una vettura sodisfacendo al 
gusto ed al comodo 

Il Valigiaio, il Sarto, il Calzolaio perfino trarranno utilità dalla 

s 
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conoscenza della vera forma dei corpi per eseguire le vestimento 
che li ricuoprano più esattamente. 

47. In generale ora si comprenderà di quanta importanza ed 
utilità sia la dottrina geometrica della curvatura delle linee e delle 
superficie alle scienze ed alle arti tutte, e quanta facilità gli ar- 
telici risentiranno nella esecuzione delle loro operazioni, e quanta 
esattezza e perfezione arrecheranno ai lavori dell’ industria. 

Deserislonc delle curve. — 48. In tutte le curve la 
(ìcometria analitica ha scoperte delle particolari proprietà, che 
la Geometria pratica ha ridotte in regole speciali per la descri- 
zione di ciascuna. In seguito ove sarà il luogo faremo conoscere 
le une, insegneremo le altre. Però come I analisi ha potuto rap- 
presentare in termini generali tutte le curve, la Geometria ha 
stabiliti varii metodi generali a cui sottoporre indistintamente la 
loro pratica costruzione, e dei quali esponiamo alcuni cenni. 

41). Una curva potendo considerarsi rispetto al modo di ge- 
nerazione (§ I) come composta di una serie di punti contigui e 
successivi, resta generalmente determinata quando lo sia la posi- 
zione di un certo numero dei medesimi. Nelle curve piane si 
giunge a questa determinazione col principio geometrico, che 
in un medesimo piano la posizione di un punto è determinata: 

1° dalla posizione cognita di due punti: 

2° dalla posizione cognita di un punto po- 
sto su di una linea retta di nota direzione : 

3°. dalla posizione cognita di due rette che 
si tagliano. 

ol). Quesito Primo. Determinare la posizio- 
ne di un punto P [fig. I‘J) che sia distante dal 
punto A, di una lumjezza A P uguale per esem- 
pio a cinque metri, e dal punto B di una lunghezza P B uguale 
a selle metri. Facendo centro in A e B si descrivano duo archi di 
cerchio col raggio A P uguale a cinque metri e col raggio B P 
uguale a sette metri: ma ambedue i punti P e I'. ove quelli si 
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tagliano, sndisfano alla richiesta ; Dunque quando venga indicato 
da qual parte della retta A B deliba trovarsi situato il punto P, 
avremo ciurminola 1' unica sua posizione. 

51 . tifone : abbia usi due punii A e B ed una curva a bc de. 
su cui si prendano dei punti a, b, c, d, e, (fig. 20) conoscendo le 

distanze a A. b A, c A. cc. di essi dal punto 
A, c le distanze a B, MI, Be, ec. dal 
punto B, ed operando in un modo analo- 
go alla suddetta soluzione, saremo sempre 
in grado colle posizioni di A e di II di de- 
Eig. in. terminare la posizione dei punti a, b, c, d, e 

della curva, e quindi I andamento della curva stessa. Uno dei 
punti B di nota posizione può essere fra quelli a, B, b, c, d, e 

presi sulla curva [fig. 21) senza clic 
varii per questo il modo di deter- 
minarli. In ambedue i casi per de- 
terminare la |H)sizionc di un nuovo 
punto d [fig. 22) basta in generale far 
centro in due punti qualunque a, Il 
scelti fra i determinati e i dati, secondo 
che l occhio esercitalo dell'operatore 
gli giudicherà più convenienti, onde 
ottenere che gli archi si taglino ad 
angolo prossimamente retto da distin- 
guere più esattamente il punto d di 
intersezione. 

52. L applicazione di questo metodo delle intersezioni è facile, 
e diviene utile in molte operazioni dell’ industria che hanno |>cr 
scopo di costruire una data curva in proporzioni limitate e col 
solo uso del compasso. Nel disegno geometrico, ove le dimen- 
sioni non oltrepassino le ordinarie grandezze di un foglio di 
carta, sarà preferibile, perchè coi soliti compassi, senza far uso 
di altri strumenti c moltiplicar linee ed operazioni, Iracceremo 
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facilmente ed unicamente tutte le intersezioni dei cerchi per le 
(|u;di poi deve passare la curva. L’applicazione di questo me- 
todo si potrà in alcuni casi estendere ai più 
Inni disegni, che il falegname, il pittore, il mui 
scono sopra piani di tavole, sul pavimento, sul muro ec., (in 
dove lo permetta il maneggio degli stranienti dei quali possono 
disporre. Ma nelle grandi operazioni della Agrimensura, della 
Topografia, dell'Arte dell Ingegnere ec., non è praticabile per gli 
ostacoli che oppone il terreno, e per la impossibilità di prov- 
vedere ai mezzi che si prestino a grandi distanze. * 

53. È chiaro che la soluzione di questo quesito consiste nella 
risoluzione di un triangolo per mezzo dei suoi Ire lati rappresen- 
tali dalla distanza A B dei punti fissi A c 1$, (pg. 1 9) c da quelle A P, 

B I 1 al punto cercato P, ed il metodo in conseguenza si riduce 
ad una triangolazione, cioè alla costruzione di un sistema di di- 
versi triangoli aventi per base comune la distanza A B c per 
vertici i punti a, b, c. d, e (pg. 20 e pg 21 ); Ma potendo conoscere 
tre elementi di un triangolo dalla cognizione dogli altri Ire si risol- 
ve quel triangolo colla distanza A B e cogli angoli adiacenti PA B, 

PBA; Dunque la costruzione dei triangoli si può pure effettuare 
misurando invece, colle regole e cogli slromenli 1 che noi espo- 
nemmo nelle nostre lezioni di Geometria elementare, gli angoli 
formati dalla visuale condotta fra i punti A e B, e da quelle con- 
dotte dai medesimi a ciascun punto della 
curva. Cosi avremo un secondo includo 
delle visuali applicabile anco alle gran- 
di estensioni di terreno, ove non è im- 
pedito condifrre visuali. 

54. Quesito Secondo. Determinare la 
n 8- **• posizione di un punto P, che sia distante pei- 

esempio 9 metri dal punto, A 1 posto sopra una retta data C B (pg. 23) 

1 Conio sono la falsa squadra, il gonimelro, il quadrante, il grafo- 
metro. il Icndolilo ee. 
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e che la i ella (li unione A I’ faccia con questa un angolo P A B ugua- 
le a 60° gradi. Facendo centro in A con un raggio qualunque, si 
descriva una circonferenza bjJ p", di cui si prenderà un arco bp 
contenente 60° gradi, c quindi si conduca dal punto A pel punto 
p una retta A P lunga 9 metri ; Ma essendo possibile prendere 
quattro archi p b, jJ U, p" U, jJ" b, insistenti sulla retta A B, si 
potranno condurre quattro rette A P. A I v . A P", A P"', delle 
quali i punti estremi P. P', P", P"' sodisfaranno ugualmente al 
problema; Dunque posta inoltre la condizione che il punto P 
debba trovarsi da una parte o dall’ altra della retta A B, e sulla 

sinistra o sulla destra del punto A, 
rimarrà determinata anco in questo 
caso la sua unica posizione. 

55. Adesso conoscendo le distan- 
ze aA, b A, cA.cc. dei punti a.b.c.d.e 
di una curva abede (fg. 24) da un 
punto A, e gli angoli a AB. b A B, 
cABec. che respettivamente fanno 
queste distanze colla retta C. B giungeremo, col ripetere la suespo- 
sta soluzione per ciascun punto, 
a determinare In posizione della 
curva medesima. Se il punto A 
fosse situalo sulla curva stessa 
(fg. 25), il modo di operare ri- 
marrebbe il medesimo. Lesemi- 
zio poi che si acquista nella prati- 
ca dell' operare suggerisce delle 
avvertenze per procedere con facilità c speditezza nella esecu- 
zione di simili costruzioni. 

5G. Il metodo misto ora esposto richiede aneli’ esso per esser 
applicato 1 uso di uno stromento proprio a dar la misura degli 
angoli (§ 53), ed a seconda de’ casi può applicarsi alle piccole 
operazioni sulla carta come alle grandi operazioni sul terreno. In- 
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filili se la linea a deb e [fig 26) rappresenta l'andamento di 

una strada, di un canale, di 
una muraglia ec., e da un 
punto fìsso A si conduca 
una visuale ad un altro 
punto fisso B indicalo, per 
esempio da un albero, dopo 
aver determinati gli angoli 
che le visuali condotte ai di- 
versi punti a,d,c,b,e, fanno 
con la prima AB, misureremo la lunghezza di ciascuna visuale col 
compasso o con islromento analogo, se trattasi di ricavare o ripro- 
durre in disegno quell'andamento; con la pertica, col duplometro, 
colla catena metrica ec. se trattasi di rilevarlo o tracciarlo sul ter- 
reno, e le loro estremità segneranno i punti dellandamentocercato. 

57. Mentre i metodi fin qui insegnali tulli trovano un uso 
nel disegno, rimangono affatto impropri! ad operare in una su- 
perficie di terreno ove sia impedito di condurre visuali c cam- 
minare. Per esempio, volendo tracciare una via in riva del mare, 
a cui sovrasti una montagna coperta di folta boscaglia, sulle 
acque non possiamo segnare alcun sistema di lince, nè attraverso 
la boscaglia traguardare verun punto fisso. Parimente volendo 
tracciare l’andamento curvilineo di una galleria sotterranea, non 
potremo determinare che brevi linee quanto lo permetterà il 
successivo avanzarsi dei lavori di escavazione. Ciò nonostante 
il secondo quesito suggerisce il modo di modificare il metodo 
misto che ne dipende, da divenire utilissimo in questi casi 

dell esercizio dell’arli. A tal effetto 
f I per determinare ogni nuovo punto 

, I di una curva, le operazioni che ora- 
fe^ jJj no fra loro indipendenti, si faranno 

t ig. r successivamente dipendere una 

dall altra Infatti siano a, l>, c. d, e ( fig . 27) i punti che rappresen- 
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lano l'andamento di una curva da rilevarsi o da riportarsi 
sulla carta stessa, o sul terreno; considerati come fissi i primi 
due punti a, b e ritenuta la corda a b per base, la posizione del 
terzo punto c si determinerà riportando l’angolo abd.e pren- 
dendo la lunghezza bc sul lato bd ; quindi si determinerà il 
quarto punto d ritenendo la corda bc per base, riportando 
l'angolo bcd', e prendendo cd sul lato cd! ; dipoi colla base cd 
si troverà il punto e, e cosi di seguito si procederà per tutti i 
punti consecutivi della curva. Dunque conoscendo la lunghezza 
delle corde ab, bc, cd,de ec., e gli angoli abc, bcd, 
cde ec , si determinerà la curva seguendo un andamento 
poligonare, che tanto meno si allontanerà da quello della stessa 
curva quanto più vicini fra loro saranno i punti a, b, c, d, e ec. 
Si osservi che la triangolazione a base comune (§ 53) ope- 
rata cogli altri metodi si può in qual- 
che modo applicare in circostanze si- 
mili. prendendo nella costruzione dei 
t's triangoli successivamente per base le 

corde ab, bc, cd, ec.(fig.ì8) e per vertici c.d.eec. 

08 . Quesito Tehzo. Determinare la posizione di un punto 1* 
(fig. 2!)), dal quale le parallele P D, P K condotte respettivamen- 
te alle rette C C', B B' fisse di posizione, e 
che si tagliano in un punto A, sieno uguali 
per esempio alea metri. Partendo dal 
punto A si prenda sulla retta B B' una 
lunghezza A D uguale a o metri, e sulla 
retta C C' una lunghezza A E uguale a 
Fis - 19 7 metri, quindi dal punto D si conduca 

una parallela a C C', e dal punto E una parallela ad B B': l inler- 
sezionc P di esse sarà il punto cercato; ma il punto D potendo 
prendersi oppostamente nel punto D' cd il punto E in E', le 
parallele condotte respettivamente dai quattro punti 1), D', E, E', 
si tagliano nei punti P, 1 >/ , P". I*"' che ugualmente sodisfan- 
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no ul problema ; dunque il punto P resta assolutamente deter- 
minato quando si sappia in quale dei quattro angoli formati 
dalle rette fisse deve trovarsi situato. 

59. È manifesto che questa soluzione si riduce in somma 
alla costruzione di un parallelogrammo, ed in conseguenza per 

determinare i punti a, b, c, d, e, di una 
curva [pg. 30) è d' uopo di costrui- 
re una serie di altrettanti parallelo- 
grammi A a! ac/', Ab' b b", Ade d' ec., 
il che forma un processo facile quanto 
lungo e di grave imbarazzo nelle ope- 
razioni a grandi dimensioni. Ma sicco- 
me il principio da cui ci siamo partiti 
facilita immensamente le considerazioni e le ricerche geometri- 
che, e dà luogo ad un metodo usitatissimo nell esercizio pratico 
delle arti, crediamo opportuno il fissarne bene le idee. 

60. Siano DC, EB (pg. 31) due rette che comunque si 
tagliano in un punto A, e da un punto 
M preso sopra una curva M M' M" M'". 
si conduca la M P parallela a D C. La 
retta M P si chiama ordinata del punto 
M, ed il segmento A P ascissa del me- 
desimo. La retta 1) C si dice asse delle 
ordinate e la retta E B asse delle ascisse 

Fig 3i o direttrice ed il punto d’intersezione 

A si dice oiigine. Conoscendo adunque le ordinate e le ascisse 
dei punti M, M\ M". M'" ec. di una curva, saremo in grado di co- 
struire la curva stessa prendendo sopra A B i segmenti A P, 
A P', A F", A P'" ec.. e dai punti P, P 7 , P". P'" ec. elevando lo 
PM, P'M', P" M". P"'M"' ec. parallellamente ad A C. le di cui 
estremità M, M', M", M'" ec. apparterranno alla curva. È da os- 
servarsi affinchè non nasca dubbio sulla vera posizione dei 
punti M. M', M", M'" ec che considerando le ascisse dall origi- 
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ne A verso B e le ordinate da A verso C come positive, si ri- 
terranno ambedue negative da A verso 
la parte opposta. Cosi saranno positive 
le ordinate M P, M' P' ( fig . 32) dei punti 
M, M' e le ascisse A P. A P w dei punti 
M, M'". e negative le ordinate M" P". 
M'" P'" dei punti M", M'", e le ascisse A P' 
A P" dei punti M', M". 

(il . In generale gli assi si pongono ad angolo retto, ed al- 
lora si dicono ortogonali, e le ordinate si dicono rettangole. 
Con ciò la semplicità che acquista il metodo delle ordinate, a cui 
in queste lezioni spesse volte ricorreremo, diviene più preziosa 
per le speculazioni della Geometria analitica non meno clic 
vantaggiosa agli usi della Geometria pratica. 
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Continuila delle Curve — Misura delle linei” Curve — 
Misura delle superficie piane terminale da Curve. 


Continuità delle Curve. — (li Dui diversi metodi 
esposti nella precedente lezione abbiamo imparato a determi- 
nare isolatamente un certo numero di punti di una curva; 
ma ci rimane a saperla tracciare in un modo continuo. Il grado 
di continuità di una curva è diverso secondo lo scopo cui deve 
servire, la maggiore o minore importanza delle operazioni che 
vi conducono ed il grado di esattezza richiesta. Una fila d’al- 
beri piantati a più o meno grandi distanze fra loro, i pali ver- 
ticali componenti una cancellata, le linee punteggiale dei dise- 
gni rappresentano per punti 1’ andamento di una curva con di- 
verso grado di continuità, la quale sarà tanto maggiore quanto 
quelli sono più vicini fra loro 

63 Nel maggior numero dei casi non si raggiunge la voluta 
continuità di una curva col ravvicinare soltanto il più possibile 

i punti già determinati, ma fa 
d uopo di unirli con linee da 
non lasciare la benché minima 
interruzione. Ponno unirsi i 
punti con linee rette che sieno 
le corde di altrettanti archi 
consecutivi, c che formino un poligono a b c d ec. ( fìg . 33) da 
rappresentare la curvo data; in tal caso si avrà continuità 
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nella successione dei punti ma non nelle loro direzioni, perchè ad 
ogni vertice a, b, c cc. del poligono succede un cangiamento di di- 
rezione L arte del Bottaio si contenta di una simile continuità nella 
confezione delle botti, dei tini, delle bigonce ec., le doghe dei quali 
sono i lati del poligono che ella sostituisce alla curva secondo la 
quale son foggiati quei continenti. Nella costruzione dei muri, degli 
argini, delle strade. dei canali ec.,ed in generale nei lavori di gran- 
de estensione può impiegarsi un tal genere di continuità, la quale 
sarà pure maggiore quanto minori saranno i lati del poligono. 

04 La continuità nelle successioni dei punti e nella loro 
direzione megliosi ottiene unendo i punti A.B.C.D.E, ec, (fig. Ili) 

I con una serie di archi di cerchio 
A B, B C, C D, ec., che per esser 
descritti basta trovare il luogo dei 
respeltivi centri a,b,c,d, ec. Perciò 
conosciuta la direzione A N del 
raggio che passa pel primo punto 
A si conduca la perpendicolare \n 
sulla metà della corda A B, ed il 
punto a ove essa incontra la retta 
AN sarà il centrodel primoarco A B 
Conducendo la retta B b per i punti B ed a ed elevando sulla 
metà della corda B C la perpendicolare 2 b, il punto b di loro in- 
contro sarà il centro del secondo arco B C. Condotta per C e b la 
retta C c, il punto c ove essa incontra la perpendicolare 3c ele- 
vata sulla metà di C D sarà il centro del terzo arco C I). E cosi 
procedendo porgli altri archi determineremo i centri a,b,c,d, ec 
degli archi A B, BC, CD, DE ec. componenti la intera curva 
con andamento continuo. Le curve cosi composte e con tal me- 
todo descritte si dicono curve policentriche, delle quali I' arte 
del fabbricare specialmente fa uso frequente nel disegnare le 
centine per la costruzione degli archi e delle volte. 

65. Quando i punti A,B, C, D ec. di una curva sieno tal- 



Fig 3* 


Digitized by Google 



LEZIONE TERZA. 


28 

mente vicini tra loro da confondere insieme gli archi circolari 
cogli archi curvilinei, i punti a,b,c,d, ec. saranno i centri di cur- 
vatura, c le rette a A, b B, cC, di) ec. saranno i raggi di cur- 
vatura (§ 21), ed allora la linea descritta essendo continua anco 
rapporto alla curvatura avremo raggiunto un maggior grado di 
continuità. Siccome un raggio e E di un arco qualunque E F 
uguaglia la somma del raggio d E dell'arco precedente DE, e 
della distanza de dei loro centri, se si tende sopra i centri di 
curvatura a, b,c,d, ec. fino in A ( fìg . 35) un filo inestendibile. 

e tenendo il filo sempre 
leso senza che scorra lun- 
go i punti medesimi, si 
faccia progredire il pun- 
to A, con questo si descri- 
verà successivamente tutti 
gli archi di circolo, i quali 
formeranno una curva po- 
licentrica, clic avrà appros- 
simativamente la continuità della data curva A II. Questo me- 
todo sara tanto più prossimo a rigorosa esattezza quanto meno 
distanti tra loro saranno i centri di curvatura a, b,c,d, ec., e riu- 
scirà perfettamente esatto se questi punti si succederanno sen- 
za intervallo da formare una seconda curva continua, della quale 
in seguito tratteremo con specialità, e vedremo quali rapporti 
essa abbia con la prima. 

66 In pratica si usano diversi melodi meccanici per dare 
quel grado di continuità alle cur- 
ve che si richiede dall’ indole dei 
lavori 1 costruttori di navi, per 
esempio, segnano sopra una tavola 
piana i punti principali per cui 
deve passare la curva, di poi pian- 
tano dei chiodi ;i, //, p", ;/" ec. [fiq 36) al di qua c al di là di 
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questi punti, ed a tale distanza che una riga X Y sottile e fles- 
sibile possa esser posta fra i chiodi ; allora con un lapis o sirail 
cosa seguendo il lato della riga segnano una linea che avrà l' an- 
damento indicato dai punti principali. Questo modo di traccia- 
re le curve, che in molti casi può essere utile alle arti, richiede 
che la riga sia di grossezza uniforme e di materia omogenea, 
onde si pieghi convenientemente e la linea risulti incurvata 
per gradazioni, insensibili con quel grado di continuità richiesto 
dall uso cui è destinata. 

67. I disegnatori procedono talvolta con un metodo analo- 
go Stabiliti sulla carta i varii punti pei quali deve passare la 
curva, piegano una sottil bacchetta di osso di balena o una la- 
mina di metallo secondo l'andamento che presentano quei pun- 
ti, e la ritengono in quella posizione con pesi di pyainbo fatti a 
tal uopo; ed in line segnano lungo quella bacchetta la curva. Nel 
disegno si fa uso ancora di uno strumento dai francesi dello 
pistolel e che noi chiameremo italianamente tiracuì-ve. Questo 
stromento consiste in una lastra sottile di legno o di metallo 

[fìg. 37) intagliata secondo diversi 
contorni combinali con curve va- 
rie e di varia curvatura. Per usar- 
ne si cerca che tre punti alme- 
no coincidano con una qualche 
porzione del contorno dello stro- 
mento L’ esercizio o l' abilità di un disegnatore ne insegna il 
maneggio ed ogni pratica avvertenza, affine di disegnare le cur- 
ve con precisione e con la conveniente continuità. 

68. Per rilevare o ricopiare una curva si può far uso di 
una lamina flessibile ma non elastica, la quale conservando 
la curvatura della linea su cui si sia applicata, servirà di ri- 
ga per disegnarla sulla carta o sopra un piano qualunque. 
L'Architetto appunto per rilevare la curvatura delle moda- 
nature, delle mensole, delle volute, ec. vi stende una lamina 
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di piombo, A B (fìg. 38) che dipoi applica sulla carta, e ne 

disegna il contorno che resulta ugua- 
le alla curva richiesta. 

Alcuni stromenli sono stati im- 
maginati per copiare le curve. Per 
esempio si abbia un regolo A B 
[fio 39) nel quale possano scorrere 
perpendicolarmente varii, sottili ed 
uguali regoletti, ed esservi fissati a piacimento con una vite di 
pressione V. Ponendo a contatto di una curva X Y le estremi- 
tà dei medesimi, le estremità opposte si disporranno secondo una 

linea uguale alla XV. di cui il 




regolo A B fa le veci di asse 
delle ascisse, ed i regolel- 
ti rappresentano le ordina- 
te (§§ 60,61 ) Allora reso ri- 
gido tutto il sistema si ripor- 
terà sulla carta e si segnerà 
una linea che passi per l'e- 
stremità dei regoletti, e che 
sarà la linea ricopiala. Quan- 
do la curva ha una lunghezza maggiore dello strumento, si potrà 
descrivere per sezioni tenendo conto dell’ angolo che faranno le 
direzioni delle lamine nella nuova e nella stazione precedente. 1 

■■•ari» delle linee curve. — 69. Le linee rette si mi- 
surano col confronto di una retta presa per unità di misura di- 
versamente convenuta in ciascun paese e suddivisa in parti 


1 In molti casi il disegnatore per riprodurre la copia uguale di una 
curva fa uso del pantografo, stromenlo che si presta altresì alla ri- 
produzione in diverse proporzioni. Essendo fondato sulla Teoria delle 
ligure simili, non crediamo questo il luogo di ripetere ciò che abbiamo 
detto e descritto in proposito nelle nostre lezioni di Geometria ele- 
mentare. 
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Nelle nostre lezioni di Geometria elementare ne esponemmo 
estesamente il principio ed il modo di applicarlo. 1 

70. Le linee curve si misurano trovando il rapporto che 
hanno con alcune linee rette con cui sono invariabilmente con- 
giunte. In seguito vedremo che in tutte le curve* si riscontra 
questo qualsiasi legame, e per ciascuna esiste un diverso rap- 
porto. col quale determineremo la di lei misura. Noi ne avem- 
mo un esempio nella misura del circolo, »la quale si ottiene dal 
nolo rapporto della circonferenza al diametro. In generale una 
curva A B C D ec. (fig. 34) (§ 64) si trova sempre congiunta coi 
raggi di curvatura A a, B 6, Cc, D d, ec., che noi insegnammo 
a determinare per tutte (§ 20): e siccomè la Geometria ci inse- 
gna a trovare la lunghezza dei respettivi archi osculatori A B. 
B C. C D, D E, ec. componenti la curva, la somma di questi ar- 
chi darà la lunghezza della curva A B C D E ec. Questo metodo 
di misurare le linee curve è matematicamente rigoroso, ed è 
possibile la sua applicazione, ma non insistiamo a raccomandar- 
ne l'uso perchè non è di semplice e facile esecuzione, nè di 
pratica ed esatta riuscita. Sebbene le ascisse, le ordinale, i raggi 
vettori ec.’ sieno pure e sempre in stretto rapporto con una 
curva qualunque, ci asteniamo dal parlarne per noij oltrepassare 
i limiti che ci siamo imposti in questo libro. 

71 Le linee curve si misurano rettificandole, cioè disten- 
dendole in una. vera e propria linea retta, il che in pratica si 
ottiene facilmente stendendo su di esse un filo flessibile, la di 
cui lunghezza misurata darà quella della curva. Se la linea cur- 
va da misurarsi trovasi sul terreno, allora si divide in sezioni 
da potersi considerare come rette, c dalla somma di tutte queste 
rette misurate nei modi solili otterremo la lunghezza totale 

1 lesioni di Geometria tecnologica dette dall' autore nell' t. e R. Isti 
luto Tecnico negli anni accademici 1849-30, 1831-31. 

* Si dice raggio rettore ogni retta che da un punto determinalo di- 
gli assi si conduce ad un punto qualunque della curia. 
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della curva proposta, t manifesto che avremo in tal modo mi- 
surato il perimetro di un poligono che rappresenta la curva, e 
la misura sarà tanto più prossima alla vera quanto minori sa- 
ranno la curvatura della curva e i lati del poligono.' 

72. La rettificazione delle linee curve e quindi la loro lun- 
ghezza si può ottenere anco meccanicamente. Se un cer- 
chio 0 [fig. 40) si fa girare sopra una linea curva A B qualun- 
que, in modo che ogni punto della 
sua circonferenza venga successiva- 
mente in contatto con la medesima 
senza strisciamento di sorta, si dice 
che la circonferenza si è sviluppata 
sopra la curva AB; e quando il 
primitivo punto di contatto a della circonferenza rotando sarà 
tornato a toccar la curva in un punto b, la porzione a b della 
curva A B sarà uguale alla intera circonferenza sviluppata Ora 

1 Si chiami ). la lunghezza finita di una curva che ha per equazio- 
ne y =■ 9 (x) ove ad * = a ed x = 6 corrispondono le ordinale estre- 
me. La corda di ogni arco della curva, ossia ciascun lato del poligono, 
è l' ipotenusa di un triangolo rettangolo di cui i lati sono le differenze 
delle ascisse e delle ordinate eslreme di questo arco: ma l’arco e la 
corda impiccolendo tendono ad uguagliarsi ed hanno lo stesso limile 

/ 

dì. ~ -y d x’ -+- d y‘ 

Dunque la somma, dei lati del |>oligono. ossia la lunghezza lineare del- 
la curva sarà 

I, 

y dx' -+- d 

a 

ed inline poiché dy = ?’ -r] ri x, sostituendo e riducendn avremo 

■( 

dx\ I -t-9'lar}’ 
a 

formula che essendo in funzione unicamente della .r, dà in pratica la rel- 
tificazionc di una curva riferita a due assi ortogonali coi soli aumenti 
■Iella x. 





Fig. W 
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facendo sviluppare nel modo Ì6lcsso il medesimo circolo sopra una 

linea reità A'B' ( fig . 41 ). la sua por- 
zione a' 1/ corrispondente ad una 
intera rivoluzione equivale alla cir- 
conferenza sviluppata : ma la por- 
zione di curva a b [fig. 40) è pure 
F,g- 41 ■ lo sviluppo della medesima circon- 

ferenza: dunque la retta a!U è uguale in lunghezza alla curva ab, 
ed è ciò che appunto si intende per rettificazione di una curva. 

73. Sopra un tal principio è fondata la costruzione dell’ Opi- 
somelro di Elliol destinato a rettificare una curva qualunque. 

con esattezza sufficiente agli usi pratici 
del disegnare. Questo stromcnto consiste 
in una forca CUI) (fig. 42) di metallo 
sostenuta da un manico A B, nella quale 
è fissati» una vite C D, che fa le veci di 
asse ad una rota pazza K. La rotella It. 
essendo in sostanza la madrevite mobile, 
è costretta a trasportarsi verso C o ver- 
so D secondo che gira in un senso o nel 
senso opposto. Uno dei bracci C termina 
in una punta P.che viene quasi in contatto 
della circonferenza della rotella quando 
questa si trova a contrasto del braccio 
stesso Per adoprar lo slromento si pone la 
rotella a contrasto del braccio C, e si ap- 
plica la circonferenza sulla curva tnn, 
procurando che la punta P coincida con 
una estremità m, quindi si fa girare lun- 
go la curva la rotella, esercitando sempre una lieve pressione per 
impedire lo strisciamento, e sviluppando cosi la sua circonferenza 
quante volte occorra fino a che la punta P giunga a corri- 
spondere coll’ altra estremità >» della curva Allora la rotella 



/ 


Fig. Ki. 
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senza alterarne la posizione si distacca dalla curva e si applica 
sovra un piano, facendola girare in senso inverso lungo una riga 
diritta fin che non torni a contrasto col braccio C. La retta cosi 
sviluppata e determinata dalle posizioni estreme della punta P 
sarà uguale in lunghezza alla curva m n. 

74. L’Opisometro di Elliot per l’ indole della sua costruzione 
richiede una scrupolosa attenzione e delle avvertenze nell’ ado- 
prarlo, esige due operazioni da repctersi ove le lunghezze mi- 
surabili superino la somma degli sviluppi che può fare la cir- 
conferenza della rotella proporzionatamen- 
te al numero dei pani della vite, e dipoi 
occorre una terza operazione per misura- 
re la curva rettificata, per cui tutto ciò 
contribuisce a dare dei resultati erronei, o 
per lo meno non esatti rigorosamente. Io 
ho immaginato uno stromento che va 
esente da questi difetti, e con una sola ope- 
razione dà direttamente la misura in cifre 
di una linea curva qualunque. 

75 Questo stromento, che per distin- 
guerlo dal precedente chiameremo Opiso- 
metro coniatore, si compone pure di una 
forca CHD sostenuta da un manico A B 
[fig. 43) in cui gira col suo asse la rotel- 
la H. Uno dei bracci D termina pure nella 
punta P (/fy.42),la quale si mantiene costan- 
temente a contatto della circonferenza della 
rotella R concentrica ad un contatore C, in 
cui termina l'altro braccio. Il diametro della 
rotella è tale che la circonferenza svilup- 
pata resulta di un decimetro di lunghezza, ed in generale di una 
unità di misura. Il contatore è diviso in 10 parti, ciascuna delle 
quali contiene 10 divisioni, e sull’estremità dell' asse K F della 


A. 
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rolellii [fig. H) sono disposte due lancette L, / ; delle quali la più 

grande L gira insieme 
colla rotella, e la più 
piccola / gira in modo, 
per la combinazione di 
un rotismo di minute- 
ria da orologio, da fa- 
re un giro mentre la 
prima ne fa 10. Se 
dunque ad ogni giro 
della rotella la lancet- 
ta grande L percorre 
tutta la circonferenza del disco, c la piccola l soltanto la decima 
parte, questa ci indicherà il numero dei giri della rotella, e quella 
le frazioni decimali di giro. Or bene: fatte coincidere ambedue 
le lancette collo zero delle divisioni del disco, si pone la circon- 
ferenza della rotella R a contatto della curva da misurarsi, os- 
servando che la punta P coincida con una estremità, e dipoi si 
sviluppa la rotella lungo la curva fin che la punta P giunge a 
coincidere coll’altra estremità. Si distacca allora lo stromenlo, 
e si guarda ove si sono ferriate le lancette ; se per esempio la 
lancetta piccola l si è fermata tra l' ottava c la nona divisione, 
e la lancetta grande L alla 63 a dell' intero disco, vuol dire che 
la rotella ha fatti otto giri e (io centesimi di giro; ma la circon- 
ferenza della rotella è uguale ad un decimetro ; dunque la curva 
misurata equivale in lunghezza a 8 decimetri, e 65 centesimi di 
decimetro, cioè a 865 millimetri. 

76. È chiaro che con Y opisometro contatore possiamo mi- 
surare una linea qualunque disegnata sulla carta con una faci- 
lità da divenir maggiore colla pratica, e con una esattezza se 
non matematicamente, almeno tecnologicamente rigorosa. Gli 
slromenti descritti essendo destinati alla misura di dimensioni 
limitale all' arte del disegnare, anco per la loro delicatezza non 
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potrebbero adoprarsi alla misura delle linee in natura : ma ò 
facile il costruirne dei simili sui medesimi principii, e grandi 
quanto lo richiede 1’ uso a cui devono servire. Con questi al- 
lora si potrà misurare meccanicamente la circonferenza di una 
colonna, e il perimetro di un albero, e la lunghezza di una 
trave, di un muro, di un argine, di una strada, 1 e le linee di 
curvatura di un arco, di una volta, di una cupola, di una botte, di 
una caldaia, di una nave, cc., e render spedita ad ogni sorta di 
arte e mestiere la misurazione delle dimensioni, liberandola dalle 
operazioni della geometria e del calcolo, poco familiari al mag- 
gior numero degli artieri. 

■■tiara delle auperOele piane. — 77. Le superficie si 
misurano con le regole della geometria elementare, e si rap- 
presentano con un quadrato equivalente, o più generalmente si 
esprimono pel numero di volte che contengono un quadrato preso 
per unità di misura. Ma accade sovente che esse sono terminate 
da linee e contorni che non sono sottoposti ad alcuna legge geo- 
metrica conosciuta, ed allora è necessario ricorrere a dei me- 
todi di quadratura approssimativi o a dei mezzi meccanici. Per 
calcolare approssimativamente la superficie piana limitata da 
un contorno curvilineo qualunque, o composto di curve e di 
rette, si può operare nel seguente modo. 

78. Abbiasi la superficie piana a a' d /' f ( fig . 45) terminata 
dalla curva a'Udttd (', dalla retta AB presa per asse delle 
ascisse, e dalle due ordinate estreme aa,',fl' 
rettangole. Se si divide la distanza af in 
parti uguali, per esempio in 5, e dai punti 
di divisione b, c, d, e si conducono alla 
curva le nuove ordinate hi', cc', dd', et', 

’ Gli odomelri o perambulalori che portati in dosso da una per- 
sona, contano i passi che essa va facondo, e quegli apparali che ap- 
plicati alla rota di una vettura, misurano il cammino percorso, sono 
slromenli di simil genere. 



Fin 15. 
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alla superfìcie ad d f f può per approssimazione sostituirsi la 
somma dei trapezi rettilinei ad Uh, bUdc, cdd'd, dd'de, edf'f ; 
ma 1' arca di ogni trapezio equivale alla somma delle basi pa- 
rallele moltiplicata per la metà dell' altezza comune ; dunque 
chiamando S la misura della supcrlicc a d d /' f avremo 

S = 5 ab (ad -+- bb') 4- } bc (bU 4 - cd) 4 - 

4 - 5 cd (cd 4- dd!) 4 - -) de (dd 4 - ee') 4- J ef (ed 4- f f) 
che si riduce ad 

S — 5 ab (ad ■+■ 2 (bb 1 4- cd 4- dd' 4- ed)) 

cioè la metà dell’ intervallo costante di due ordinate consecutive 
moltiplicato per la somma delle ordinate estreme, più il doppio 
della somma delle rimanenti. 

79. Questo è il metodo ordinariamente seguito: ma siccome 
si riduce a sostituire alla curva un poligono inscritto dlldd'df’ 
è chiaro che la formula darà dei resultali 
troppo grandi ove la curva dUdttdf ri- 
volga la sua convessità (fig. 40) alla linea 
AB, cd al contrario gli darà troppo piccoli 
ove rivolga (fig. 45) la sua concavità, e vi 
sarà un certo compenso quando la curva dt/dd'dj' (fig. 47) 
sia con qualche regolarità alternativamente concava c conves- 
sa. L’approssimazione in generale sarà sempre inversamente 
proporzionale alla curvatura della cur- 
va d V d d! d /', e per ottenerla mag- 
gioro è d’ uopo aumentare i punti di di- 
visione della distanza af (fig. 45, 46. 
47), e cosi diminuire i lati db', b'd, dd!, 
d'd, e'i' del poligono d b' d d! d f. Ma 
senza essere obbligati di moltiplicare i punti di divisione, si 
ottiene un valor della superficie S mollo più approssimato col 
metodo seguente. 
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80. La disianza ag [fìg 48] delle ordinale estrpme si divida 
in un numero pari di parli uguali, per esempio in 6, e dai 
punii di divisione b.c.d.e.f si conducano le ordinale bb v cc„ 

dd,. ee s alla curva, le quali resulta- 
no in numero dispari, cioè selle, 
ed i punti della curva vengano in- 
dicali da lettere numerale progres- 
sivamente per distinguere il posto 
pari o dispari che occupa ciascuno. Ciò posto, la superficie S 
Icrrainata dalla curva a, b t c,d k e i f,g 1 ha per valore 

S = J abbati, 4 - gg-, -h 2 [cc, -t- ee 5 ) 4 - 4 [bb t 4- dd, 4- //i'J. 

vale a dire il terzo del prodotto che si ottiene moltiplicando l in- 
tervallo costante di due ordinate consecutive per la somma delle 
ordinate estreme, accresciuta del doppio di quella delle ordinate di 
posto dispari e del quadruplo di quella delle ordinate di posto pari. 

Tale è il metodo conosciuto col nome del geometra Simpson 
al quale è dovuto. 

81. Dimostrazione della formala di Simpson. — Conside- 
rando un intervallo compreso fra. due ordinale dispari conse- 
cutive ce,, ec 5 qualunque [fìg. 49) si divida cc in tre parti uguali 

cm — mn — ne, e dai punti m, n si condu- 
cano le nuove ordinate mm', mi'; si avrà un 
valore più approssimato dell arca mislili- 
nea c c, d, e, e prendendo i tre trapezi ret- 
tilinei cc t m'in, mm'n'n, mi'e,e, invece dei due 
Fi ? 49 trapezi cc,d k d, dd,e,e. La superficie dei tre 

trapezi pel numero (78) sarà espressa da 

2 cm (cc, 4- ee s 4-2 [mm' 4 - mi')) 




Fìg. 48. 


che per essere cm = mn — ne = ^ cd ab 

3 3 

diviene (I ) | ab (cc, 4- ee, 4- 2 (min' 4- mi')) 
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Ora la corda m'n' incontrando 1 ordinata c/t/., in un punto 
o sappiamo che 

(lo — ^ (mm' -t- nn'j ossia 2 [mm' 4 - nn ') — i do. 

Dunque sostituendo nella (1) si avrà per la superficie totale 
dei tre trapezi 

(2) ^ a 6 (cc s ee 5 4 do). 

Questa superficie rimane sempre più piccola della superficie 
curvilinea da misurarsi, ma se alla do si sostituisce l’ intera 
ordinata dd k si otterrà una compensazione approssimativa, e 
quindi un valore più approssimato dell' area curvilinea «yV,c 
cangiando l’ espressione ( 2 ) nella 

(3) *-ab(cc t -+- ee, 4 dd,)' 


1 Siccome i ah re, -t- er.-t- 4<M,I = 1 ah ire. ■+■ ee, . 4 - 4 do] _ ab.od. 

^ a 5 4 «j 3 » • 3 * 

è chiaro che sostituendo dd k a do abbiamo aumentato la espressione ( 2 ; 
della quantità i uà. od k , ma il triangolo nidori formato dalle corde rnd k , 
n'd k si compone dei due triangoli m'od k , n'od k ed essendo 


ha quindi per misura 


md — dn = - ab 
3 


-od,, md •+- 


1 od, . dn —1 ab.od., 

2 ‘ 3 * 


Dunque abbiamo aumentalo la superficie totale dei Ire trapezi quattro 
volle quella del triangolo m'd k n\ invece della somma s dei tre segmenti 

curvilinei. Perciò se s—iab.od k la compensazione sarà esatta ed il 


metodo rigoroso, diversamente l’errore sarà la differenza + s — 


-ab.od 
3 * 


la quale non sarà generalmente che una piccola funzione di quelle 
piccole quantità. In conseguenza per calcolare con esattezza una su- 
perficie piana curvilinea, oltre a moltiplicare le ordinate ed a sceglier 
l'asse delle ascisse in modo che le ordinale non incontrino troppo 
obliquamente la curva, bisognerà evitare che i trapezi rettilinei diffe- 
riscano molto dai curvilinei. 
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Parimente per ogni coppia di trapezi si avranno i valori super- 
liciali [pg. 48). 

(4) 3 ab ( aa , cc, -+■ 4 bb t ). 


(5) 1 ab [ee, + gg, -+- 4 ff t ) 

c cosi di seguito se più fossero le divisioni della retta ag. Dun- 
que sommando i valori (3), (4) e (5), c chiamando S la superficie 
curvilinea avremo 

S — 5 ab[aa, cc, ■+■ 4 bb, + cc, ■+■ ee, + 4 dd, -f- ee,-\-gg, •+■ 4 ff t ) 

ossia 

S = j ab(aa , -+- gg, -t- 2 (cc, -f- ee,) -+- 4 {bb, + dd, -+- f /,)) 

82. La quadratura della supertìcie per esser determinata 
rigorosamente dai metodi di calcolo esposti richiede molta esat- 
tezza nelle costruzioni grafiche delle ordinate, e spesse volte 
questa operazione ausiliaria arreca in un disegno confusione di 
linee, ed imbarazzo. In pratica per esimersi da queste opera- 
zioni si può aver ricorso ad una lastra trasparente A B C D 

1 Essendo 2n il numero delle divisioni della distanza ag, in I 

sarà il numero delle ordinate. E chiamando con <■>, “,„ +1 

le ordinate successive, di cui l’ indice numerico indica il posto che 
occupano e con * l’ intervallo loro, avremo la formula di Simpson 
espressa generalmente con 

S = i -4- 2 2, ° ' +4 U> 

2 )1 1 

u rappresenta la somma delle ordinate dispari estesa dalla 
s 

S in 

U 

la somma di tutte le ordinate pari estesa dalla seconda alla 
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(fìg. 50) su cui siano state precedentemente segnate ad egual 
distanza delle linee perpendicolari ad una linea principale CO, 
e tante linee a questa parallele che dividano le prime in parli 
uguali alla medesima distanza, formando 
cosi tanti quadrati di unità di misura su- 
perficiale : allora è chiaro che applicata 
la lastra cosi reticolala sopra la superficie 
OMND da misurarsi, in modo che l'asse 
F'g- so. delle ascisse X Y di questa coincida colla 

linea principale C D di quella, la lunghezza di tutte le ordinate 
da introdursi come elemento di calcolo nei metodi esposti 
(§§ 78, 80) verrà determinata dalle linee orizzontali della la- 
stra, la quale vien detta lastra di calcolazione. 

83. In qualche caso speciale, ove le circostanze lo permet- 
tano, si può adoprare un metodo assai diverso. Sappiamo che i 
volumi di due prismi della medesima altezza son proporzionali 
alle loro basi qualunque esse siano ; ma se i prismi sono for- 
mali di una materia di densità uguale, sappiamo che i volumi 
sono proporzionali ai loro pesi ; dunque le basi di due prismi di 
altezza e di densità uguali sono proporzionali ai loro pesi, cioò 
chiamando B e b le basi, e P e p respettivamentc i loro pesi, 
si avrà la proporzione 

b : b : : r : P . 

Inconseguenza volendo riquadrare, per esempio, la superficie abed 
[fig. 51), essa si disegna sopra un foglio di carta, sopra una lastra 

di lamiera, di latta, di piombo, cc., 
che sia di uniforme grossezza, e 
sulla medesima materia si disegna 
pura un rettangolo A B C D di nota 
superficie ; è chiaro che intagliando 
quelle due ligure otterremo di fatto 
due prismi della altezza uguale alla 
lastra, e che avranno per base le 

6 



Kig. SI. 

grossezza del foglio o della 
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superficie abcd, ABCD, c finalmente pesando le due figure, coi 
loro pesi p e P si stabilirà la proporzione 

abcd I ABCD ” p ; P 


ove essendo cogniti i tre termini ABCD, p, e P ne ricavere- 
mo il valore del quarto abcd— che è appunto 

quello della superficie richiesta. 
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Planimetro. — Misura delle superficie curve . — Misura dei solidi 
terminali da superfìcie curve. 


Planimetro. — 84. L' area delle superficie piane da qua- 
lunque contorno sieno terminate, si può praticamente misurare 
con mezzi più spedili c più sicuri di quelli esposti nella prece- 
dente lezione, senza le noie del calcolo e senza far uso del com- 
passo e delle scale, impiegando una macchina, che pelluflìcio di 
misurare le superficie piane dicesi planimetro. L’ idea prima di 
un tale stromento è dovuta al nostro professor Tito Gonnella, al 
quale gli sforzi altrui non ponno ormai più contrastare il merito 
della invenzione. 1 Sebbene non sia nostro scopo di trattenerci a 
parlare di macchine, e l’ indole di questo libro non permetta di 

1 II planimetro costruito da Ernst, e conosciuto dal suo nomo, del 
quale si attribuisce l’ invenzione a certo Oppikofer ingegnere a Berna, 
Tu l’oggetto di un rapporto favorevole del signor Puissanl all’ Istituto di 
Francia nella seduta del 2 giugno 4 834, ma P anteriorità dell'invenzione 
del professor Gonnella fu fissata fino dalla fine del 183 i, in cui i profes- 
sori toscani Giorgi, Inghirami, Doveri, Foggi, Frullani, Gerbi,Nesti, Pac- 
chiani, Paoli, Passerini, Pieraccioli, Pierattini, ed i membri dell'Istituto di 
Fraqcia conte Fossombroni e Libri esaminarono il primo modello; fu pub- 
blicata nell’ Antologia nel 182,'i;ò stala riconosciuta in occasione della 
terza riunione degli Scienziati Italiani (vedi gli Atti di questa riunione) e 
finalmente venne confermata alla grande esposizione di Londra (vedi 
Exhibition of thè Works of Industri/ of all Kalions... London, 18521; perciò 
crediamo rivendicata questa invenzione fra le tante che i gelosi delle 
glorie italiane tentarono di rapire ai concittadini del Galileo. 
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sviluppare eslesaniente la teoria matematica ili questo notevole 
slromento, di farne una completa descrizione, e di rilevarne le 
singole proprietà, per compiere ciò clic abbiamo esposto sulle 
quadrature, e col diffonderne la conoscenza arrecare utilità anco 
ai meno istrutti nelle matematiche, ai quali importi di conseguire 
praticamente e presto maggiore esattezza nell’ operare, tentere- 
mo di dare un cenno del principio geometrico c delle princi- 
pali parti che costituiscono il planimetro del professor Gon- 
nella. 

85. Planimetro del Professor Gonnella. — Abbiasi una su- 
perficie A k U b" c" a'" ( fìg . 52) composta di tre rettangoli di 
basi uguali Aa' — a' a" — a" a'" riferiti 
agli assi ortogonali AX, AY, ed un rettan- 
golo QSVT qualunque, di base QS deter- 
minala e costante. Se sopra il lato QT si 
prendono dei segmenti contigui Qn, nn', 
u'n", in modo che si verifichino le se- 
guenti proporzioni 

(Qn : Ab :: Aa' : QS 
• (I) ' nn' ; a'U ;; a'a" ; QS 

| u'n" : a"o" :: : QS 

primieramente ne resulta che i rapporti 

Qn nn' n'n" 

Ab' TU' 

sono uguali e costanti ; cioè clic i segmenti Qn, nn', n'n" sono 
proporzionali alle ordinale o altezze Ab, a'l/,a"b". In secondo 
luogo dalle proporzioni (I) si rileva che 

Qn x OS — Ab X Aa' 
nn' X QS =- a'U X a'a" 
n'n" X QS — a"b"A a" a'" 



Eie 5i. 
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le quali uguaglianze sommale insieme daranno 

(Qn -+■ un' -t- n'n") QS = A6 X A a' -4 - alU X a'u" -4- a" b" X a"a"'; 

Ma la somma Qn -4~ >m' -+-n'n" dei segmenti equivale all’ intera 
Qn"; Dunque 

Qn" X QS = A 6 X A a! -t- a'U X a'u" 4- a"l/' x a"u!"\ 
cioè la superficie dell’ intero rettangolo QSo"n" equivale alla 
somma dei tre rettangoli A bea', dUdd' , d'U'd'a!" , ossia alla su- 
perficie A bUU'd'a!" , e ne darà in conseguenza la quadratura. È 
chiaro che qualunque sia il numero dei rettangoli, purché sieno 
costantemente uguali le porzioni in cui è diviso 1’ asse delle x, 
la loro somma, ossia la superficie da riquadrare, sarà sempre 
uguale al rettangolo formato da un lato costante QS e da un 
lato diviso in parti proporzionali alle altezze dei rettangoli. 

86. Ora è facile immaginarsi due punte P e Q di una mac- 
china, di cui per ora si faccia astrazione dall' organismo, tali che 
mentre l’una P percorre il perimetro della superficie AbUU'd'a'", 
l’altra Q descriva il lato QT di un rettangolo equivalente QSY’T, 
la cui base si sia presa determinata e costante. Ma per fis- 
sare le idee si supponga che la punta Q descriva il lato Qn" 
con aumenti di velocità proporzionali alle ordinate Ab, db', 
a"U', mentre la punta P percorre respettivameote le basi supe- 
riori bc, dd, b"d' c stia immobile quando P percorra le ordinate 
Ab, dU , d'b" e gli assi delle x e delle y. Però se il movimento 
della punta P che percorre la ordinata Ab e gli aumenti cU , db" 
non turba la immobilità della punta Q, non deve esser inutile 
peli’ organismo che lega le due punte, il quale si deve disporre 
in modo da ottenere gli aumenti nella velocità di Q quando P 
percorrerà gli aumenti bc, Ud , U'd', delle x. Or bene, ritenuto 
il principio da prima stabilito (§ 85) ed ammesse queste 
condizioni nei movimenti delle punte P e Q, la punta P col 
solo percorrere gli aumenti bc, b'd, U'd', indurrà la punta Q ad 
operare la quadratura della superficie richiesta Abb'U'd'u'". 
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Finalmente si osservi che le condizioni a cui deve sodisfare 
il meccanismo che collega i movimenti delle punte P e Q sono 
affatto indipendenti dalla grandezza delle basi A a', ala", a" a!", ec. 
ossia degli aumenti, delle x, perciò sussisteranno sempre qua- 
lunque sieno questi aumenti, anco minori di ogni piccola quan- 
tità assegnabile; ma allora le rigorose teorie dell’analisi inse- 
gnano che la quadratura di tutti quei rettangoli si riduce a 
quella del segmento aMNa' limitato [fig. 53) da una curva MN ; 

dunque se la punta P percorre la curva 
MN la punta Q segnerà la quadratura della 
superficie aMNa' compresa fra la curva MN, 
la porzione aal dell’ asse delle * e le or- 
dinale aM,a'N.‘ Inoltre la punta Q segnerà 
pure la quadratura di una curva chiusa 
MRNT ( fig . 54) ; imperocché se la punta 
P percorre la curva M R N da M verso N, la punta Q segna la 
quadratura della superficie a M R N a': ma la punta P venendo 
pel suo moto continuo a percorrere la curva 
NTM in senso contrario, la punta Q acquista 
pure, come vedremo, un moto contrario, e se- 
gna la quadratura dell’ area aMTNa'; dun- 
que la punta Q segnando la differenza degli 
spazi percorsi da essa indica la differenza 



Kig. bV. 



1 La operazione della punta Q coincide perfettamente coi resul- 
tati del Calcolo integrale, ed ambedue dipendono dalle stesse considera- 
zioni. Infatti ciascun rettangolo essendo espresso dal prodotto dell’or- 
dinata per I’ aumento costante della x, questo impiccolendo ha per li- 
mite dx, e se le ordinate estreme della curva M N corrispondono ad 
x = a ed x = ò la superficiea M N a’ sarà espressa dall’ integrale defi- 
nito 

r b ydx 

%-a 

ove sostituito il valor di ij dato dall’ equazione della curva ij — ? [x. 
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delle due quadrature, cioè l’ area curvilinea M K N T 1 
87. Ciò premesso, il Planimetro del Gonnella consiste prin- 
cipalmente in un regolo YY' scorrevole sopra un piano M N 
[pg. 55 e 56) per mezzo di pulegge p nella direzione Y Y', ed 


Fig 55. 

in un secondo regolo X X' scorrevole sul primo per mezzo delle 
pulegge p' nella direzione X X' perpendicolare ad Y Y'. Al re- 
avremo la superfìcie 

s~%k 

a M N a' — / ? (;r) ilx : 

a 

formula in funzione unicamente della se, che dà l.i quadratura della 
superficie aMNn, come appunto opera la punta Q. 

1 II professor Gonnella ha sviluppati tutti questi principi!, ed ha 
mostrate le diverse soluzioni del problema a cui danno luogo le con- 
dizioni dei moti relativi delle punte P e Q, e che possono servire alla 
costruzione di altrettanti meccanismi che congiungono le punte mede- 
sime. (Vedi T. Gonnella, Opuscoli matematici, Firenze, 1811. 
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golo X X' è fissata una verga P'P che termina nella punta P, e 
sul regolo Y Y' si eleva verticalmente un’ asse aa' girevole, che 
in basso porta una rota R ed in alto orizzontalmente un disco 
circolare dtf. 1 II regolo X X' è dentato ed incastrando coi denti 
della rota R gli comunica ogni suo moto. Sul disco ddl appoggia 
una rotella r r' il di cui asse mette in movimento la lancetta Q 
di un contatore sostenuto da due colonne cd indipendentemente 
dai movimenti dei due regoli. Da questa disposizione resulta che 
quando la punta P si muove nel senso Y Y' trascina seco lutto 



[ apparecchio, meno il contatore, e non induce alcun movimento 
nella punta Q, ma avvicina o allontana il centro del disco dd' dalla 
rotella n J di distanze, che sono proporzionali alle ordinate percor- 
se dalla punta P. Quando poi la punta P si muove nel senso XX' 

* Generalmente in tali macchine si può impiegare un cono a 
base circolare convenientemente disposto, come è stalo praticato nel 
Planimetro costrutto da Ernst ; ma il professor Gonnella ha dimostrato 
che l'angolo al vertice del cono che meglio sodisfa è di 180 ", ciò che 
cambia il cono nel disco; o indica inoltre che si può impiegare una 
iperboloide, equilatera, che pure sodisfa alle condizioni dei moli delle 
punte P e Q. 
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percorrendo gli aumenti delle x il regolo XX' comunica il moto 
di rotazione alla rota R, ossia al disco dà! , e questo alla rotella 
rà e quindi alla punta Q. Ora la punta Q percorre spazi pro- 
porzionali alle distanze della rotella r r 1 al centro del disco dà ! , 
cioè alle ordinate percorse dalla punta P ; ma la punta P potendo 
obbedire contemporaneamente ai movimenti dei due regoli XX', 
YY' è capace di moversi in qualunque direzione, e percorrere il 
perimetro di qualunque figura posta sul piano mw!\ Dunque la 
punta Q della lancetta del contatore indica a sua volta la quadra- 
tura della superficie della medesima collo stesso rigore dei prin- 
cipi esposti (§§ 85, 86). 1 

Misura dell» superficie corre. — 88. Le superficie 
curve generate sotto determinate condizioni da una curva co- 
gnita si misurano, come vedremo, col mezzo della proprietà di 
cui gode quella generatrice in rapporto a queste condizioni. Ma 
in generale le superficie curve irregolari, nella di cui generazione 
non si riscontra legge di sorta, non si prestano ad esser misu- 
rate con esattezza, e solo lo possono essere per approssimazione. 
Se le superficie sono esattamente sviluppabili (§ \ 4) allora si po- 
trà misurare la superficie sviluppata con quello fra i metodi in- 
dicati^ 78, 80, 82, 83, 84), che meglio converrà al caso;quando 
poi non sono sviluppabili, allo sviluppo approssimativo (§ 1 4) si 
applicheranno pure i medesimi metodi, ma in'questo procedere 
non è mai abbastanza raccomandabile l' esattezza e la diligenza 
per rendere trascurabile l’ errore inerente all’ indole delle due 
operazioni. 

1 Nei citati opuscoli matematici si trova dettagliatamente descritta 
questa macchina, che noi abbiamo unicamente accennata. La prima 
macchina fu costruita dal Gonnella nel 1 824, come abbiam detto (§ 84. 
nota 4), ed una se ne vede nel gabinetto di S. A. I. e R. il Granduca di 
Toscana, da esso fatta costruire ed adoprata per sua volontà sovrana 
nella misurazione delle Mappe per la formazione del catasto dell’ Isola 
dell'Elba. Questa macchina fu esibita dall' autore all’esposizione indu- 
striale toscana del 4851, e dipoi riportò alla esposizione universale di 
Londra in premio la medaglia di prima classe { Council Medal). 
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Minarli del solidi terminati da reperitele enrve. — . 

89. La cubatura dei solidi terminati da superficie curve, rego- 
lari o irregolari di ignota legge, in generale si ottiene con me- 
todi più o meno rigorosi, e quindi riesce più o meno approssi- 
mativa. A questa ricerca si può procedere in una maniera ana- 
loga a quella tenuta per le superficie nello stabilire la fòrmula 
di Simpsun (§ 80). A tale effetto si facciano nel solido da misurarsi 
tante sezioni parallele e ad egual distanza fra loro, che siano in 
numero dispari, e perciò resulti pari il numero degli intervalli. 
Operata la quadratura parziale di ciascuna sezione, si riportino 
sopra una linea presa per asse delle ascisse quegli intervalli 
uguali, ed in ciascun punto di divisione si elevi una perpendi- 
colare o ordinata, la quale, stabilita dietro una scala convenuta, 
stia a rappresentare la sezione corrispondente. Per le estremità 
di tutte queste ordinate si faccia passare una curva, e la qua- 
dratura delf area compresa fra la curva, le ordinate estreme e 
l’ asse delle ascisse calcolala con la formula di Simpson, sarà 
la cubatura del volume proposto. 1 

90. Nell'architettura navale questo metodo può prestarsi 
convenientemente alla misura del volume di una parte di una 
nave, e 1' arte dell’ ingegnere può valersene per la cubatura de- 
gli sterri e dei rinterri irregolari. In questi ultimi lavori alcuni 
sogliono far uso del metodo pratico detto delle dimensioni rag- 
guagliate; altri applicano quello detto delle sezioni ragguagliate : 
ma questi metodi conducono a dei resultati talvolta maggiori 
troppo del vero, tal altra troppo piccoli, erronei sempre. Per ciò 
importando assai di proscrivere assolutamente codesti metodi 
empirici da una sana pratica, crediamo far cosa utile ai prin- 
cipianti il non parlarne. 

91 . Fra i metodi rigorosi da adoprarsi in simili ricerche 
praticamente riesce comodissima la seguente formola generale. 

1 Moro, Lefons ite Mccaniq ite pratique, première partie. 
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Primieramente si supponga di ricercare il volume V del solido 
A B' C D' [pg. 57) terminalo inferiormente dal trapezio orizzon- 
tale ABCD coi lati AB, CD pa- 
ralleli, dalle quattro facce vertica- 
li A A'B'B, BB'C'C, CC'D'D, DD'A'A, 
e superiormente da una superfìcie 
curva A'B'C'D' tale che la sua in- 
tersezione con qualsivoglia piano 
verticale parallelo ai due AA'B'B, 
CC'D'D sia una linea retta. Per 
brevità facendo AA ' = a, BB'= 6, 
CC ’=c, DW=d, e AB=m,DC=n, 
e chiamando l la distanza ZX delle basi parallele AA'B'B, CC'D'D, 
il volume richiesto si esprime con la formula 

v ~ 0" " l ~ 2nl ) ( a + é ) ( 2n ™) ( c *+■ d)) ' 



‘ Ecco come si può dimostrare questa formula a coloro che cono- 
scono i principii del calcolo differenziale e integrale. Ritenute le stesse 
denominazioni, si faccia una sezione POMI parallela ai piani verticali 
AA'B'B, CC'D'D, e chiamando ,r la distanza XY, avremo per l’area T 
del trapezio POMN 

(<) T = (MP-fON; — . 

t 

Ma primieramente da A' conducendo nel trapezio DD’A'A la A'D" pa- 
rallela ad AD, si ricavano le proporzioni 

AM ; AD ” MP — a ; il — a 

AM ; AD ’ , 

dalle quali avremo 

(*) 

in secondo luogo da C' conducendo nel trapezio BB'C’C la C'B" parallela 
a BC si ottengono 

NC ; BC ;; NO-c ; b — e 
NC ; BC ;; x ; l 
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Supponendo ora che allo stesso trapezio ABCD insista inferior- 
mente un solido come il superiore compreso fra il prolunga- 


dalie quali avremo 


( 3 ) NO = 


Ib — e) * ■+■ ri 

ì ' 


Finalmente conducendo da D nel trapezio ABCD la DE parallela a BC, 
si hanno le 

MD : AD :: MN— n : m — n 

md • ad •• x • i 


d’onde avremo 


(4) HN = (m-»)* + nt 


dunque sostituendo nella formula ( 4 ) i valori (i), ( 3 ), ( 4 ) trovati avremo 

T [(1 — tr) (d — o) 4. al 4. (6 — el x •+• cf] [(m — n) x n/] 

T jji 


T = 


(m — n)[(a •+■ 6) — (c .+. d) jx*— f(Sn — m)(c + dì — n(a -t- 6)]/x+n{d c)P 

fp • 


Moltiplicando adesso questo valore per il differenziale di x, si avrà il 
solido differenziale 

-r j_ (m-n)[(o-i-é)-{c4-d)];x , cfx-[(Sn-m)(cH-<f)-f.n(a+.5)]fxdx+n((Ì4-c)f , dx 
«V — l.ox — —p 

dipoi integrando questa formula, ed estendendo l’ integrale da x = o 
ad x =1 avremo 

V = — J (t?v-n)[(a^)-(cH^)]x , d®-[(Jn-m)(cH-d)^{o-4-ò)]toirH-»t((iL t x)f , (fx 

cioè, effettuata che sia l’ integrazione, si ridurrà a 

/ r(m — n) [(o-t-ft) — (c-t-d)] ( 5 n — m) (c -t-dì—n'a + b) ,1 

V= -iL 3 i - 4 -n 

e finalmente riducendo 

• V = — [(n+ Sm) (a + 6) (*» + m) (c +dì] 
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mento dei quattro piani verticali, e terminato al di sotto da 
una superficie curva della indole stessa dèlia superiore, chia- 
mando a', y,d,<t i lati verticali corrispondenti ai lati a, b,c,d e 
V il volume, otterremo in pari modo 

V — ^-(( n + 2m) [al 4 - V) 4 - (2n -+- m) [d -f- <l r ) ) 

Dunque facendo a-+-a' = », ò 4 - f/ = /3, c 4 - d— y, d-\-d! —5, 
e chiamando S la somma dei volumi V, V' avremo finalmente 

S = -^j,( (n ■+■ 2 m) (a 4 - £) + (2n 4 - m) ( y -t-J)) 

Tale è la formola proposta dallo Sganzin, e consigliata dal Ca- 
valieri, 1 che esprime in generale il volume di un solido com- 
preso fra quattro facce verticali, due delle quali parallele, e 
terminato sopra e sotto da due superficie curve dell’indole indi- 
cata. L‘ arte dell’ ingegnere ne’ progetti dei lavori di terra riduce 
a questo caso generale tutti i solidi parziali componenti i vari 
tronchi di sterri e di riporti compresi fra due sezioni consecutive. 

92. Per esempio si cerchi il volume di un solido della for- 
ma da noi considerata in cui sia 

/— 100, n = 7, m = 10, a = 2, /ì = 25, y = M, 5 = 4metri. 

Sostituiti questi valori nella formula generale ed effettuati i cal- 
coli numerici avremo 

S = 9675 metri cubi 
per il valore del richiesto volume. * 

* Sganzin, Programmi au résumé des legons 'duri court de con- 
struction, le$. XVI. — Cavalieri, Istituzioni di Architettura statica e idrau- 
lica, libro V, cap. HI. 

* Col metodo delle dimensioni ragguagliate (§ 90) il volume del 
solido della forma da noi supposta si fa uguale al prodotto della di- 
stanza fra le due basi parallele, della semisomma della lunghezza 
delle due basi, e della quarta parte delti spigoli paralleli che termi- 
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93. In alcune piccole operazioni ed in certi casi si può ot- 
tenere meccanicamente il volume di un corpo qualunque irre- 
golare. La fisica insegna: 1° che un corpo immerso in un li- 
quido sposta un volume di liquido equivalente al suo volume : 


nano le basi medesime. Ritenute le stesse denominazioni del proble- 
ma (§ 94), il solido vien rappresentato dalla formula 


S = !X 


("»- 


Ì>xS 


in cui sostituendo gli stessi valori, si avrà 

S = 9562, 5 metri cubi. 


Col metodo poi delle sezioni ragguagliate il volume si fa uguale alla 
semisomma delle due basi parallele moltiplicala per la loro distanza 
cioè 

_ l , , 

S= — [m:» + f! + n(r+fl 

e quindi sostituendo i suddetti valori avremo 
S = 9900 metri cubi. 


Confrontando questo valore con quello ottenuto dalla formula rigo- 
rosa, si trova che il primo è 112,5 metri cubi meno del giusto valore 
ed il secondo lo oltrepassa di 225 metri cubi. Ora se facciamo 


1 = 100, m =9, n = 2, « = 8, P — 43, 27, 4 = 25 

col metodo delle dimensioni ragguagliate avremo 
S - 40037.5 

e da quello delle sezioni ragguagliate avremo 
S = 7325, 

mentre colla formula rigorosa avremo 

S = 9433,33. 

Dunque in questo caso abbiamo al contrario che il primo valore è 
maggiore di 904,47 metri cubi, ed il secondo minore di 4808,33 metri 
cubi del valore ottenuto rigorosamente. La contradizione in cui si tro- 
vano questi resultati evidentemente conferma la immensa erroneità dei 
due metodi empirici da noi avvertita (§ 90). 
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i" Che i volumi di ugual densità sono proporzionali ai loro 
pesi . " 

Perciò se V è il volume noto di un dato corpo preso per 
termine di confronto, ed x il volume del corpo da determi- 
narsi, immersi ambedue in un liquido sposteranno volumi 
equivalenti respettivamente; allora essendo P, e p i pesi loro, si 
stabilirà 

p : p :: v : * 

da cui si ricava il volume x. Più semplicemente si può racco- 
gliere il liquido spostato dal corpo in un vaso di forma paral- 
lelepipeda rettangola, ove si possano misurare le dimensioni 
della nuova forma del liquido contenuto per quindi calcolarne 
il volume x. 

In alcuni casi poi può tornare utile, per render più spedite le 
operazioni, di avere, per esempio, un vaso 
cilindrico ABCD (fìg. 58) che si riempia 
di un liquido come acqua fino ad una li- 
nea di livello abc. Da questa si partano le 
divisioni di una scala nm, le quali indichino 
i volumi della capacità del vaso al di so- 
pra della linea abc. Allora immergendo il 
corpo S, il liquido si eleverà in clb'd, e la 
divisione della scala segnata da questo 
nuovo livello indicherà il volume cilin- 
drico d’ acqua compreso fra le basi abc, 
a!Uc/ spostato dal corpo S, ossia il volume 
dello stesso corpo. 

In tutte le arti ove si richiede la fusio- 
ne di un metallo è necessario saper determinare il volume 
del corpo da riprodursi onde calcolare la quantità di metallo 
da impiegarsi : ed il giudizio dell’ artista sceglierà quello fra i 
metodi di ricubBre che più conviene alla qualità del suo lavoro. 



Fig. 58 
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Delle Sezioni Coniche. 


LEZIONE QUINTA. 

Genesi delle sezioni coniche. — Applicazioni alle ombre, 
all'equilibrio dei fluidi, all’ Architettura ed alla Prospettiva. 

Genesi delle «cale ni coniche. — 94. La superficie di 
un cono qualunque tagliala da un piano dà luogo a diverse li- 
nee d’ intersezione distinte fra loro secondo il rapporto di posi- 
zione del piano secante coll' asse del cono, le quali si dicono in 
generale sezioni coniche. 

95. Per fissare le idee si supponga in primo luogo che pel 
vertice V di un cono retto VABD [fig. 69) 
e per due punti D, B qualunque della cir- 
conferenza ABD della base si faccia pas- 
sare un piano secante M N B D. Se i tre 
punti V, B, D trovar si debbono contem- 
poraneamente sulla superficie conica e sul 
piano MNBD, le linee VB, VD che unisco- 
no il vertice V con i punti B e D della 
base ABDC giaceranno insieme sulla su- 
perficie conica e sul piano, e la linea di 
unione BD giacerà insieme sulla base e 
sul piano; ma le linee d’intersezione VB, 
Fig. s9. VD essendo apotemi del cono, sono rette 

ed eguali fra loro, e la linea CB è parimente retta; dunque la 
sezione BVD generata da un piano MNBD che taglia pel vertice 
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«ri cono YABD è un triangolo rettilineo ed isoscele colla base 
BO posta sulla base ABDC del cono. 

96. Da questa proposizione ne consegue che se il piano se- 
cante MNBD passa per l asse VO del cono, il triangolo BVD di- 
viene perpendicolare al circolo ABDC, e la sua base BD si 
cangia in un diametro di questo ; e siccome ogni corda di un 
circolo è minore del diametro, 1’ area della sezione fatta per 
l’asse del cono è maggiore di qualunque altra sezione triangolare. 

Supponendo invece un secondo cono VA'B'D' uguale al cono 
VABD e situato col vertice opposto e coll’ asse VC' in direzione 
dell’asse VC, il piano MNBD prolungato al di là del vertice V 
lo taglierà ugualmente, e la sezione B'VD' nuovamente generata 
sarà un triangolo uguale e col vertice opposto al triangolo BVD. 
Immaginando poi che le superficie dei coni VABD, VA'B'D’ si 
estendano infinitamente al di là delle basi ABDC, A'B'D'C' le se- 
zioni diverranno spazi infiniti, perchè comprese fra i" lati in- 
finiti degli angoli BVD, B'VD' opposti al vertice. 

97. Si supponga in secondo luogo che il cono retto VABD 
(fig. 60) si tagli con un piano MNOP parallelamente alla sua 

base ABDC. La sezione abdc generata 
verrà incontrata in un punto c dal- 
l’ asse VC condotto nel cono. E per 
l’asse VC facendo passare un piano 
triangolare [AVB, siccome la sezione 
abdc è parallela al circolo ABDC, le li- 
nee d’ intersezione ab, AB saranno pa- 
rallele fra loro. Ora se per un punto 
qualunque d del perimetro abd della 
sezione si conduca un altro piano trian- 
golare CVD, le intersezioni cd, CD sa- 
ranno parimente parallele fra loro, e 
perciò daranno cd l CD ” Ve 1 VC; ma per le parallele ac, 
AC abbiamo 

s 


V 



JD 

Fig. 60. 
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ac ; AC ; ; Ve ; YC 


Dunque avremo 

ed I CD "ac ; AC, 


in cui essendo CD eguale ad AC, come ambedue raggi di un 
medesimo circolo ABDC (§ 96), anco cd sarà uguale ad ac. 
Ugualmente si dimostrerà che ogni altra retta condotta dal pe- 
rimetro della sezione abdc al punto c è uguale ad ad. Dunque : 
ogni sezione abdc generata da un piano secante MNOP parallelo 
alla base ABDC di un cono retto è sempre un circolo, che ha pér 
emiro il punto c d' incontro dell’asse col piano secante. ‘ 

98. Il triangolo ed il circolo essendo considerati special- 
mente dalla Geometria elementare, non ci occuperemo di stu- 
diare le proprietà di queste due sezioni coniche, delle quali ab- 
biamo premessa unicamente la dimostrazione della generazione 
per l'ordine della materia, e per introduzione alla conoscenza 
delle altre sezioni. Gli antichi Geometri hanno chiamato spe- 
cialmente sesioni coniche le curve che formano i contorni delle 
sezioni fatte in un cono da un piano che tagli l’ asse obliqua- 
mente. Queste curve cosi celebri nella Geometria esercitarono 
la sagacilà di quei Geometri, e molte e belle proprietà sono 
state da essi scoperte e dimostrale senza prevedere che mentre 
stavano preparando la strada alla cognizione delle leggi che re- 
golano l’ universo, disponevano il campo ove la industria 


' Ponendo mente al modo con cui può supporsi generala una 
superGcie conica {§ 43} ci si persuade con più generalità di questa 
proposizione ; infatti tutti i punti della generatrice del cono, nel gene- 
rare la superfice conica, generano altrettante circonferenze parallele 
a quella della sua direttrice, perciò tutte le sezioni parallele alla base 
sono altrettanti circoli. Ma ho creduto migliore per facilitare l’intel- 
ligenza dei principianti di esporre una dimostrazione geometrica più 
concreta preferendola, come sempre farò, a considerazioni aslratte a 
loro meno familiari. 


Digitized by Google 


LEZIONE Ol INTA. 


50 


umana doveva raccogliere dappoi il frutto delle loro applica- 
zioni. 

99. Or bene il cono VMDM' [fùj. 6t) si tagli con un trian- 
golo qualunque DVB che passi per il suo asse VC. Per un punto 
M della circonferenza MDM'B della base si tiri la corda MM' 
perpendicolare al diametro BD (§ 96), e quindi pel punto P ove 
si tagliano, si conduca nel piano del trian- 
golo DVB una retta PQ che incontrerà il 
lato o apotema VB in un punto A; e final- 
mente per la corda MM' e per la retta PQ 
facendo passare un piano MM'NO, questo 
taglierà la superficie conica secondo una li- 
nea d' intersezione, che è quella appunto 
chiamata sezione conica (§ 98). 

Se si immagina tagliata la superficie co- 
nica con quanti piani circolari si voglia 
paralleli alla base, le loro linee d’ interse- 
zione col piano MM'NO saranno respettiva- 
mente altrettante corde parallele alla corda ,MM' ; ma il trian- 
golo DVB dividendo per metà la corda MM' divide per metà 
anco le altre ; dunque la linea PQ divide in generale una se- 
zione conica M.\M' in due parti uguali e simmetriche. La retta 
PQ si dice asse, ed il punto A si chiama vertice della curva. 1 
L’asse della curva è ordinariamente preso per asse delle ascisse, 
ed il vertice per origine (§ 60). 

Ora vediamo come dalla triplice posizione che può darsi 
alla linea retta PQ nascano tre linee curve ben distinte fra 
loro. 



Fig 61. 


1 La curva, qualunque sia, volge in lutti i punii la concavità al 
proprio asse, ed è sempre tagliala da una linea retta in due soli 
punti, perché la superfìcie stessa del cono volge la concavità al pro- 
prio asse, e non può essere attraversata da una linea retta in più di 
due punti. 
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100. Primieramente se la retta o asse PQ (fìg. 62) è pa- 
rallelo al lato \ D del triangolo, ossia all’ apotema opposto del 
cono, la sezione conica MAM' si chiama parabola; Ma l’altezza 

VC del cono non essendo determinata da 
alcun limile, la superficie conica in un col 
piano secante si estende infinitamente al 
di là della base MDM'C, e quindi la linea 
MAM' non torna a ricongiungersi giammai 
nè cessa di esser divisa in due parli AM, 
AM' uguali e simmetriche dall’asse PQ 
prolungato anche esso all’infinito ; Dunque 
la parabola è tuia curva piana ed aperta 
(§§ 4, 5) con un sol vertice, e divisa dal- 
i asse in due rami infiniti, uguali e sim- 
Fig. 62. metrici (§ 99). 

101. Se in secondo luogo l’asse PQ [fig. 63) diverge dal 
lato VB c converge sul lato YD, prolungato da una parte e dal- 

1’ altra del punto P incontrerà ambedue gli 
apotemi opposti VB, VD del cono nei pun- 
ti A, a, e la sezione conica MAM'a che 
ne resulta si dice ellisse. Ma siccome il 
piano secante taglia tulli gli apotemi del 
cono, la linea di intersezione MAM' torna 
a ricongiungersi nel punto a opposto al- 
l’origine A; Dunque la ellisse è una curva 
piana rientrante (§§ 4, 5) con due vertici 
opposti, e divisa dall'asse in due parti 
uguali. 

102. Quando invece si prendesse un 
cilindro retto LV>"B"B' con la base circolare MBM'G, e vi si 
procedesse con analoghe considerazioni (§§ 99, 101), o in più 
brevi termini si tagliasse con un piano obliquamente all'asse 
C'C" ossia ai lati del cilindro, la linea di intersezione MAM'a 
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del piano secante colla superficie cilindrica diverrebbe una curva 
piana rientrante con due vertici a, A situati sopra due lati {fig.6 i) 
B'B", D'D" opposti del cilindro, e sarebbe parimente una ellisse. 

A suo luogo ne avremo una conferma col 
dimostrare che ambedue le sezioni, che si 
ottengono tagliando obliquamente con uu 
piano i lati del cono e del cilindro, godono 
delle medesime proprietà. 1 
103. Se finalmente T asse PQ (fìg. 65) 
diverge da ambedue gli apolemi VB, YD, 
prolungato anco infinitamente al di là della 
base non incontrerà giammai il lato YB, c 
la sezione conica MAH' che si ottiene si 
chiama iptrbola. Ma sebbene l’asse PQ 
YD lo può incontrare, quando si supponga 



Kig. 61 . 

diverga dal lato 


prolungato oltre il vertice V, in un punto a, immaginando cioè 
che gli apotemi del cono dopo essersi ta- 
gliati nel punto V proseguano ad esten- 
dersi anco al di là formando un nuovo co- 
no Xmbm'd uguale ed opposto al primo 
VMBM'D. In tal caso il piano secante po- 
tendo estendersi infinitamente al di qua 
e al di là del comune vertice V insieme 
con le superficie coniche, tagliato il pri- 
mo cono taglierà anco il secondo ugual- 
mente, e darà luogo a due sezioni MAM', 
mani' staccate una dall’ altra di tutto l’ in- 
tervallo A«; Dunque la iperbola è una 
Flg curva piana ed aperta con due veitici e 



1 Fin d’ora ci possiamo persuadere della analogia delle sezioni 
ellittiche fatte nel cono e nel cilindro, considerando l’analogia della 
loro generazione. Infatti, ambedue le superficie di questi solidi hanno 
ugualmente per generatrice una linea retta, la quale se è inclinata o 
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due napfìe sejxnate ed opposte, ciascuna delle quali ha due 
rami infiniti, uguali e simmetrici intorno all’ asse. 

104. Invece di due coni, i Geometri qualche volta ne 
hanno supposti quattro, uguali ed opposti al vertice due a due, 
i quali sieno in contatto immediato per i loro apotemi. Per 
farsi una. idea chiara di questa disposizione, si immagini due 
coni interi, di cui gli angoli al vertice AVB, BVA' (fig. 66) 
corrispondenti alle sezioni fatte pel loro asse sieno supplemento 

uno dell'altro, cioè presi 
insieme equivalgano a 
due angoli retti, ovve- 
ro la loro somma sia di 
F 180 gradi. Se ambedue 
• i coni si tagliano in due 
parli uguali con due pia- 
ni che passino pei loro 
assi, ne resultano quat- 
Fig 66. tro mezzi coni; allora 

poste le superficie delle loro sezioni triangolari sopra un piano 
in modo che le metà di uno stesso cono si trovino opposte e i 
quattro vertici concorrano nel medesimo punto V, i triangoli 
AVB, A'VB', BVA', B'VA formeranno insieme un parallelogram- 
mo, o un rettangolo ABA'B', di cui le diagonali AA', BB' sono 
composte dei lati dei mezzi-coni. Ora immaginando che i mezzi- 
coni cosi disposti vengano tagliali da un piano parallelo a quello 
sul quale sono stali posati, si generano quattro nappe ACB, 

parallela all'asse genera la superficie del cono o del cilindro (§ 13;. 
Ma supponendo che la linea generalrice inconlri l’asse ad una distanza 
infinita dalla base, l’asse e la generalrice si possono ritenere come 
parallele, e quindi gli apotemi del cono come lati di un cilindro. Dun- 
que la superficie del cilindro potendo considerarsi un caso particolare 
della generazione del cono, ogni sua sezione obliqua è della medesi- 
ma natura di quelle fatte nel cono cioè una ellisse. 
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A'C'B', BDA', B'tfA di due iperbole, le quali si dicono dai Geo- 
metri iperbole coniugale, 1 per gli stretti rapporti che hanno 
fra loro, e che studieremo in seguito. Le diagonali AA', BB' che 
rappresentano i lati dei coni, sono avvicinate continuamente dai 
rami delle iperbole senza poter esser toccate giammai, per cui 
sono chiamate asintoti dalla parola greca che ha un tal signifi- 
cato. 11 punto V ove si tagliano gli assi EE', FF' e gli asintoti 
AA\ BB' si chiama centro. 

Quando le porzionf CC', DD 7 degli assi EE', FF' ( pg . 67) com- 
prese fra i vertici C, C' e D, D' delle iperbole sono uguali, gli 
asintoti si tagliano nel centro ad angolo retto, e le iperbole re- 
sultano uguali, e si dicono iperbole equilatere o circolari; poiché se 
dal centro V si descrive la circonferenza CDC'D' questa toccherà i 
quattro vertici, C, C', D, D' delle medesime. Ma quando gli asin- 
toti si tagliano obliquamente, per i vertici stessi ( fig . 66) non può 

passare che una ellisse CDC'D', la quale 
qualche volta distingue le iperbole con- 
iugate col nome di iperbole ellittiche. 

105. Or dunque; la parabola è 
quella sezione conica che si ottiene 
quando il piano secante è parallelo 
all' apotema del cono ; 1’ ellisse è 
quella sezione conica che si ottiene 
quando il piano secante taglia il cono 
da una parte all’ altra , e la iperbola 
è quella sezione conica che si ottiene quando il piano secante 
ha tale obliquità da ritagliare col suo prolungamento un cono 



1 Siccome possiamo prendere un numero qualunque di coni, di 
cui la somma degli angoli al vertice sia di due angoli retti ossia 180°, 
e le loro metà possono esser disposte in un modo analogo, un piano 
che le tagli tulle genererà altrettante nappe di iperbole. Ma ciò oltre 
a dar luogo a molti pi ici considerazioni non elementari, non è di uti- 
lità ad alcuna pratica delle arti. 
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uguale e col vertice opposto al primo. 1 Quando infine il piano 
secante tagli la superficie del cono obliquo, o in generale di un 
conoide, * secondo le tre posizioni da noi contemplate, le tre 
curve corrispondenti che vengono generate sono di natura pa- 
rabolica, ellittica o iperbolica ; ma siccome il loro studio con- 
duce a considerazioni troppo superiori all’ elementarità di que- 


' Chiamando j 3 l’angolo al vertice del cono ed a l’angolo d'incli- 
nazione che fa il piano secante dalla parte del vertice col primo apo- 
tema da esso tagliatola sezione del cono sarà una parabola, una ellisse, 
o una iperbola, secondochè si verificherà £-+-* = 180”, p-t-a^ (80°, o 
P-+-u^> 180°. Queste espressioni danno una spiegazione dei nomi di 
parabola di ellisse e di iperbola dati alle tre sezioni couiche dai Geo- 
metri greci. Essi sono tratti dalle parole greche xapaM.t, 1 U 14 .it, «■tpCoU 
che significano uguaglianza, difetto ed eccesso. Ma veramente questi signi- 
ficatisi riferiscono al rapporto del quadrato di una ordinata qualunque 
coll’ascissa corrispondente. Nella parabola questo rapporto è uguale ad 
una quantità costante, nell’ ellisse è minore, e nella iperbola é mag- 
giore. Infatti : Dall’equazione generale delle sezioni coniche 


P x ' 
ìa ' 


ove p è una quantità costante corrispondente ad una linea retta de- 
terminata, che come vedremo in seguito si chiama parametro, si trae 
il rapporto 


•» r la ' 


allora quando si prende ^ = 0 si ottiene il rapporto — nella pa- 
rabola, che è esattamente uguale a p; prendendo il segno superiore 
f/ »; , 

il rapporto^ corrisponde all'ellisse, ed è piu piccolo di p della quan- 


tità ; e prendendo finalmente il segno inferiore si ha quel rapporto 
la 

px 

corrispondente alla iperbola che eccede p della medesima quantità — . 

* Si chiama dalla Geometria conoide o superficie conoidale quella 
che ha per generatrice una linea retta mobile intorno ad un suo punto 
che è il vertice del solido, e per direttrice una linea curva qualunque. 
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ste lezioni e non applicabili alla pratica, tratteremo unica- 
mente delle sezioni coniche propriamente dette, tanto mirabili 
come leggi di natura quanto feconde di applicazioni alle arti 
ed all’ industria. 



Fig. f». 


Applicazioni. 406. — Collocando una candela accesa so- 
pra una tavola rotonda eri orizzontale nbc ( fìg . 68) in modo 

che la sua fiaccola f sia sulla verti- 
cale fc che passa per il centro della 
medesima, quelli fra i raggi luminosi 
emanati dalla fiaccola che radono il 
contorno circolare della tavola for- 
mano gli apotemi di una superficie 
conica di rivoluzione, la di cui inter- 
sezione ABC col pavimento è la 
linea di separazione fra l’ombra por- 
tata dalla tavola e la parte illumi- 
nata Questa linea di separazione è la circonferenza di un cir- 
colo, quando il pavimento che rappresenta il piano secante è 
perfettamente orizzontale (§ 97). Ma quando la tavola sia tal- 
mente vicina ad un muro verticale da proiettarvi una parte 
della sua ombra, la superficie ^conica viene ad esser tagliata dal 
piano del muro parallelo all asse, e la linea di separazione fra 
l' ombra e la parte illuminala del muro è in conseguenza una 
nappa di lperbola (§ 4 03). E se la medesima tavola proiet- 
tasse la sua ombra sopra un piano inclinato, di cui il grado 
di inclinazione rispetto alla verticale corrispondesse alle condi- 
zioni volute per la generazione della parabola o della el- 
lisse, la linea di separazione fra 1 ombra e la parte illumi- 
nata di esso sarà l’iina o l’altra delle due sezioni coniche 


(§§ 400, 404). 

407. Nelle lanterne portatili, le quali hanno il vetro cir- 
colare. i raggi luminosi che partono dalla fiaccola e radono 
la circonferenza del vetro formano una superfìcie conica, la 
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intersezione della quale col piano di un muro ABCD {fig. 69) 
o del pavimento ADEF su cui si diriga il cono luminoso, è la 
linea di separazione fra la parte illuminala dalla lanterna, e 

quella tuttavia nella ombra. Ora 
questa linea di separazione può 
al solito essere una circonferen- 
za, una parabola, una ellisse, o 
una iperbola secondo la direzio- 
ne che si dà all'asse del cono 
luminoso della lanterna sul piano 
del muro o del pavimenento. 

Siccome si suppone che i raggi 
delsole per la grandezza dell'astro 
e per la sua distanza dalla terra giungano sulla superficie ter- 
restre paralleli a se stessi, presentando un disco circolare che 
[fg. 70) abbia un foro circolare concentrico perpendicolarmente 
alla loro direzione, il primo intercettandoli lascerà nell' ombra 
uno spazio cilindrico, ed il secondo darà invece il passaggio ad un 

fascio cilindrico di luce. Se sopra 
un piano MNOP si proietta l’om- 
bra del disco, o vi si dirige il fa- 
scio luminoso che passa pel fo- 
ro, la linea di separazione fra 
l' ombra e la parte illuminata del 
piano è un circolo o una ellisse 
secondo che il piano sarà per- 
pendicolare, o obliquo alla direzione dei raggi solari (§ 102). 

108. Riempiendo d acqua un vaso di forma conica, per 
esempio un imbuto chiuso inferiormente, la linea di livello se- 
gnata dal liquido nella superficie interna dell’ imbuto è la linea 
d intersezione della superficie conica con un piano orizzontale 
rappresentalo e formalo dalla superficie superiore di livello del 
liquido Questa linea di livello è un cerchio o una ellisse se- 
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condo che I asse deli imbuto è verticale o inclinato all' oriz- 
zonte di un dato angolo (§§ 97, 101). 

Se il vaso ripieno d'acqua fosse cilindrico, per esempio un 
bicchiere, la linea di livello segnata dal liquido sarà parimente 
un cerchio o un ellisse quando il bicchiere venga posto sopra 
un piano orizzontale, o vi sia posto in una posizione incli- 
nata (§ 102). Quando lo imbuto ed il bicchiere sieno invece 
immersi in ambedue le posizioni in un liquido in riposo, il quale 
segni le linee di livello sulla loro superficie esteriore, si otter- 
ranno le medesime curve. Per ottenere le altre due sezioni co- 
niche, cioè la parabola e la iperbola, basterà immergere l' im- 
buto in un vaso pieno di un liquido secondo i gradi delle 
inclinazioni dell’ asse dell’ imbuto sulla superfìcie del liquido ri- 
chiesti dalla condizione della generazione di queste due curve 
(§§ 100, 103). • 

109. Nell’architettura spesso si impiega la ellisse e qual- 
che volta la parabola, per le proprietà geometriche di cui go- 
dono queste curve', nella figura da darsi alle centine. nella co- 
struzione degli archi o delle volte, come in seguito vedremo ; 
ma non è frequente il caso di veder rapprcsenlale nelle co- 
struzioni le sezioni coniche come resultato delle intersezioni 
di superficie. Ecco alcuni esempi : se sopra la copertura incli- 
nata di un edifizio si eleva una torre circolare esteriormente 
verticale o a scarpa, la linea di intersezione del letto con la 
parete esterna della torre è un ellisse. È parimente una ellisse 
la intersezione delle superficie d ' intradosso delle volte coniche 
o cilindriche con le pareti verticali oblique al loro asse. 

Se la copertura di un edilìzio, di cui il muro esterno sia for- 
mato di parti rettilinee e di segmenti di cerchio, ha una pen- 
denza uguale dappertutto e diretta normalmente verso ogni 
punto del perimetro, essa resulta composta di tetti a falda 
piana e di tetti conici, e perciò la linea di compluvio abc {fùj. 71 ) 
costituita dalla intersezione degli uni con gli altri è una para- 
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boia. E se in una torre circolare col muro esternamente scar- 
pato è praticata una porta, il contorno del taglio verticale 
latto sulla sua parete esterna è una iperbola. 

11(1. La prospettiva 
offre pure lapplicazione 
delle intersezioni delle 
superfìcie coniche con 
un piano. Se immagi- 
niamo un piano su cui 
sia tracciato un circolo 
perpendicolare alla di- 
rezione dello sguardo di 
un osservatore, tutti i 
raggi visuali che parto- 
no dal suo occhio e pas- 
sano per la circonferenza 
del circolo sono altret- 
tanti apotemi di una su- 
perficie conica, la quale 
incontrando una parete 
obliquamente, darà luogo ad una curva, che può essere una 
delle tre sezioni coniche. Il circolo è la prospettiva della curva. 
Se invece il circolo è descritto sopra un piano obliquo qualun- 
que, i raggi visuali condotti a tutti i punti della sua circonfe- 
renza formano una superficie conica obliqua ; l' intersezione di 
questa superficie col piano del quadro può esser una sezione 
conica qualunque, che più spesso è una ellisse, ed ecco il per- 
chè i circoli veduti in prospettiva compariscono altrettante el- 
lissi. Ma le superficie coniche che si incontrano nella prospet- 
tiva non sono sempre di rivoluzione e oblique, anzi vi si 
incontrano di ogni specie. I raggi visuali diretti dall occhio del- 
f osservatore verso tutti i punti di una curva qualunque si- 
tuata al di là del piano del quadro formano una superficie 



Eìg. 71. 
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conoidale (§ 105 noia 1). di cui 1'inlersezione con questo piano, 
che è di natura conica, è la prospettiva della curva. 

111 La geometria descrittiva, oltre a rappresentare per 
mezzo delle proiezioni le superficie coniche e cilindriche e le 
diverse posizioni dei piani secanti, insegna con rigor geome- 
trico a determinare le linee di loro intersezione. E colla 
scorta dei metodi stabiliti si applica a risolvere le innume- 
revoli questioni cui danno luogo gli effetti variati delle ombre 
e della luce, a sciogliere i diversi problemi che presentano le 
moltiplici costruzioni si murarie che in legno e in metallo, a 
rappresentare tutti gli oggetti della natura quali appariscono al 
nostro sguardo, stabilendo le regole della prospettiva. Perciò 
rimandiamo gli studiosi alle opere classiche di Monge, La-Croix, 
La Vallèe, Leroy e di altri, nelle quali troveranno risolute le 
accennale questioni. 
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Proprietà geometriche della parabola. — Tangenti e Normali — 
Proprietà fìsica. 


Proprietà geometriche della parabola. — H i Si;l 
la sezione M.\M' fatta nel cono VMDM'B (fìg. 72) una parabola 
(§ 100). Il piano del triangolo BVD che passa per l'asse del 

cono sia perpendicolare alla sezio- 
ne MAM\ e la divida per metà se- 
condo la linea o asse AP (§ 99), 
che nella parabola prende il nome 
di asse principale. Le linee d’inter- 
sezione bd, BD del piano triangolare 
BVD con due sezioni circolari qua- 
lunque mdm'b, MDM'B sono due 
diametri paralleli fra loro, e le li- 
nee mm', MM' della sezione MAM' 
coi medesimi circoli sono due cor- 
de pure parallele fra loro, ed ap- 
partengono contemporaneamente ai 
circoli ed alla parabola. Inoltre le 
corde mm', MM' saranno perpendicolari respettivamente ai dia- 
metri bd, BD dei circoli, e saranno pure perpendicolari ali asse 
principale AP, ossia saranno doppie ordinate rettangole della pa- 
rabola di cui A p, AP sono le ascisse (§ 61). Ciò posto, siccome nel 
circolo la metà della corda perpendicolare al diametro è media 
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proporzionale fra i segmenti in cui resta diviso, avremo 
mp = tn'p 1 — bp X pd 
MP' — M'P 5 - BP X PD 

colle quali stabiliremo 

^ :w> ì ::bpxpd: bp x pi> 

e per la natura della generazione della parabola essendo 
P asse AP parallelo all’apotema VB, i segmenti bp, BP sono 
uguali, e la proporzione precedente si riduce a 

«ip 1 ; MP* : ; pd : PI) ; 
ma i triangoli simili A pd, APD danno 

A p ; AP ;; pd \ PI) ; 

dunque avremo 

(1) mp* ; MP 2 ; ; Api AP 

cioè nella parabola i quadrati delle ordinate stanno in ragione 
diretta delle ascisse corrispondenti 

113. Questa proprietà è appunto una fra le mirabili leggi 
geometriche di natura scoperte dal fondatore della Dinamica. 
Galileo creò la teorica della caduta dei gravi, scopri la legge 
del movimento composto, e con esse determinò la traiettoria, 
ossia il cammino che percorre un proiettile lanciato nel vuoto 
parallelamente o obliquamente all’ orizzonte. ’ Considerando la 
velocità uniforme impressa dalla forza di proiezione, e quella 
che va uniformemente accelerando per 1' azione verticale della 
gravità, il sommo filosofo determinò i punti in cui si troverebbe 
il corpo alla fine di intervalli di tempo successivamente uguali. 
Questi punti costituiscono una curva, la quale ha per ascisse 


1 Galileo, Discorsi e dimostrazioni matematiche intorno a due scienze 
nuove. Giornata IV. 
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linee proporzionali agli spazi percorsi in tempi uguali con moto 
uniformemente accelerato, e per ordinate linee proporzionali ai 
medesimi tempi ; ma in questo genere di moto, i quadrati 
dei tempi essendo proporzionali agli spazi, i quadrati delle 
ordinate stanno fra loro come le ascisse ; dunque la curva 
descritta è una parabola. La resistenza del mezzo (acqua, aria, 
gaz, ec.), in cui vien lanciato un proiettile, sia un sasso, una 
palla di cannone, un getto di acqua, un fuoco d' artificio ec., 
modifica io modo sensibile il movimento, talché la curva de- 
scritta si allontana notabilmente dalla parabola. Ciò nonostante 
la legge sussiste sempre, imperocché si può mettere a calcolo 
quella resistenza valendosi della sua misura. Nella meccanica, 
ove gli studiosi spingano i loro studi, troveranno dimostrate 
tutte le verità geometriche relative al moto dei proiettili, e qui 
basta l'avere unicamente indicata questa legge di natura come 
un esempio della proprietà della parabola precedentemente 
esposta (§112). 

1 1 4. Dalla medesima proprietà ne consegue chiaramente 
che il rapporto del quadrato di una ordinata qualunque alla 
respettiva ascissa è costante. Infatti chiamatolo p, dalla propor- 
zione (1) (§ 112) si rileva che 

MP* mp i 
ÀF~A J~ p 

Il rapporto p si chiama il parametro della parabola ; ma sic- 
come dalla (2) si ottiene AP MP ; ; MP ; p. Dunque il para- 
metro p di una parabola si esprime geometricamente con una 
linea che è sempre terza proporzionale dopo un’ ascissa qua- 
lunque e la sua ordinata. 

115. Ora da un punto M di una parabola MAm (fig. 73) si 
conduca la ordinata MP, e sulla metà della corda AM, condotta pel 
punto M e pel vertice A, si elevi una perpendicolare B b. la 
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quale incontrerà l asse in un punto C. Se si fu centro in G, e col 
raggio CA si descrive la semicirconferenza AMO, il segmento 
PO essendo terzo proporzionale fra il segmento o 1’ ascissa 
AP e la ordinala MP, sarà il parametro della parabola MAm 
(§ « 3 ). 

Se si divide il segmento o il 
parametro PO in quattro parti 
uguali, e si riporta una di esse 
sull’ asse dal vertice A in F, il 
punto F cosi determinalo si 
chiama il fuoco della parabola. 
Al contrario se una medesima 
parte si riporta esternamente 
sull'asse da A in D, e dal punto 
l) si conduce una perpendicolare 
all'asse, la linea Rr cosi con- 
Fi « dotta si dice direttrice della pa- 

rabola. Finalmente la linea FM che unisce un punto qualunque 
della curva M col fuoco F si nomina il raggio vettore della pa- 
rabola (§ 70 nota 2). 

11 fi. Tutto ciò ne porta a considerare un'altra importante 
proprietà. Da un punto M qualunque 
conducendo il raggio vettore MF e 
l'ordinata MP [fìg. 74) sappiamo che 
dal triangolo rettangolo FPM che ne 
risulta si ottiene 

Pig. 7v (M ~FM l = FP* 4- MP* ; 

ma per la proprietà del parametro abbiamo (§§ 114, 115). 

(2) MV = p X AP = 4AF X AP. 
e dalla geometria elementare si apprende clic 

(:*) FP 1 = f AP — AF)*= ÀI ’ 1 — 2AF y AP -+- ÀF* 



io 
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Dunque sostituendo queste espressioni (2) e (3) nella (1) 
avremo 

FM* — AP* -4- 2AF X AP -h AF’= (AP 4- AF) S 


ossia FM = AP - 4 - AF ; 

perciò essendo AF = AD (§ 415), e la perpendicolare MR con- 
dotta alla direttrice dal punto M uguale a PD, sarà 

FM = MR 

cioè ogni punto della curva parabolica è ugualmente distante 
dal fuoco e dalla direttrice. 

117. In una parabola MAm (pg. 75) le ordinate MP, mp 
condotte dai punti estremi M.m di una corda Mm qualunque, 

che taglia 1’ asse obliquamente in 
un punto 0, danno luogo a rile- 
vare una importantissima pro- 
prietà. Primieramente i triangoli 
MPO, mpO danno la proporzione 

OP Cip ; ; MP ; mp, 

che, alzando a quadrato ogni suo termine, si riduce a 

op* : ò/> a : : mp* • mp* 

ma è già noto (§ 112) che 

MP* I mp' AP ! A p. 

Dunque avremo 

OP : Op ; A P A p ; 

ora decomponendo questa proporzione abbiamo 

op* — ty 1 : òp* : : ap — a p : ap, 

la (piale osservando che 



Fìr. 75. 
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OP* — Op * = (OP — Op)(OP O p) = (OP - O p) P p 

e che AP — A p = P p 

diverrà (OP — 0/)) ; OP ;; OP ; AP, 

da cui nuovamente decomponendo e permutando si ottiene 
OplOP” AO ’.AP; 
e finalmente da questa avremo 

ao — Op : ao ap — op 

ossia (1) Ap ; AO :: AO : AP ; 

cioè la porzione di asse compresa fra il vertice e i incontro di 
una corda è media proporzionale fra le ascisse corrispondenti 
alle ordinale abbassate dai punti estremi della corda stessa. 

Ora questa proprietà si traduce in un’ altra, che come ve- 
dremo è pregevolissima per una facile e semplice costruzione 
della curva. Infatti moltiplicando per i termini della proporzione 

identica AO;AP::AO:aP 

quelli della (1) avremo 

Ap ; ap :: Àó 1 :Ti >4 ; 

ma abbiamo trovalo (§ 1 1 2) che 

mp* : mp* :: \p : ap 

4 — 4 4 i 

Dunque avremo mp MP ” AO ; AP 
ovvero (2) mp ; MP ;; AO ; AP ; 

cioè l' ordinata minore condotta dall' estremità di una corda sta 
all'ordinata maggiore condotta dall'altra estremità, come i asse 
intercetto dal vertice e dalla corda sta alla ascissa maggiore. 1 

1 Se invece moltiplichiamo la proporzione (I) per la identica 
Ap ; AO "A p \ AO 

avremo A p • AO* I 
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Normali e tangenti. — 118. Avutili lutto premetteremo 
clic se da un punto M di una curva qualunque AM (fig. 76), ri- 
ferita agli assi AX, AY, si conduce la retta MT tangente in M pro- 
lungata lino che incontra il prolungamento dell’asse AX nel punto 
T. la porzione MT di questa tangente compresa fra i prescritti limi- 


deli asse AX nel punto N, la perpendicolare MN compresa 
fra i punti M ed N si chiama in generale normale al punto M ; 
e finalmente la porzione PN dell asse chiusa fra il punto d' in- 
contro N ed il piede P dell’ ordinala si dice sunnormale. 

115). Ciò premesso, la proprietà della parabola di avere 
ogni punto ugualmente distante dal foco e dalla direttrice (§116) 
da la maniera di condurre una tangente ad un punto preso sulla 
curva. Dal punto M condotta la perpendicolare MR (fig. 77) alla 
direttrice si unisca il foco F con II, e da M si conduca la MT 
perpendicolare ad FR ; se da un punto qualunque m di MT 

ma al solilo mp' • MP* • • • AP. 

Dunque mp ; MP ” A p ; AO; 

cioè T ordinata minore sta alla maggiore, come t ascissa minore sta 
alla stessa porzione di asse. Queste proprietà analoghe sono ambedue 
implicite nella proprietà espressa dalla proporzione (t); ma abbiamo 
posta in evidenza la (?) perchè essa, o questa volendo, senza ricorrere 
ad ulteriori dimostrazioni insegna direttamente una regola facile per 
la costruzione della para Itola, che in seguito cs|torremo. 



Eig 76. 


li, cioè da M c T, si chiama in ge- 
nerale tangente al punto M; c la 
porzione PTdeH’assestessochiusa 
fra il punto il incontro Tcd il pie- 
de P dell ordinala MP abbassata 
dal punto M si dice sutlangente. 
Se dal medesimo punto M si ab- 
bassa la MN perpendicolare alla 
tangente MT fino all’ incontro 
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diverso da M si conducano inoltre le mR, mF e la tur per- 
pendicolare alla direttrice, la geometria elementare ci insegna 
che mr è più corta di mR ovvero di mF, perchè mR=mF ; 
onde il punto m essendo più vicino alla direttrice che al 
fuoco non è posto sulla curva ; ma si dimostra in ugual modo 
che ogni altro punto di MT diverso da M è fuori della curva 

Dunque la retta MT avendo co- 
mune colla curva soltanto il pun- 
to M è tangente in M Poiché 
MR. FT sono parallele, l'angolo 
MTF = RMT = TMF ed il trian- 
golo MTF è isoscele, e perciò 
MF = FT Dunque prendendo FT 
uguale al raggio vettore MF. ed 
unendo T con M. la retta MT 
sarà la tangente al punto M pie- 
so sulla parabola, di cui sono noti 
i asse ed il foco. 

120 Quando sieno noti soltanto l asse della parabola ed 
il vertice, si osservi che 

AT = FT — AF 

ap = dp — AD 

ma FT = MF = MR = DP 

ed AF = AD (§ 115). Dunque AT = AP ovvero 
PT= AP -f- AT — 2AP; 

cioè la suttangente (§ 1 1 8) è ditppia della ascissa : perciò senza 
ricorrere alla determinazione del foco si conduce una tangente 
MT ad un punto M di una parabola, abbassando da M l'ordinata 
MP, e pr elidendo AT uguale all'ascissa AP, ovvero PT uguale 
a due volte AP. 

121. Ritenute le stesse considerazioni (§ 119), si conduca 
la MN normale (§ 118) alla tangente MT (fig 77) ossia alla pa- 
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rabola nel punto M È chiaro che il quadrilatero MRFN è un 
parallelogrammo, ed il lato NF è uguale al suo opposto MR ; 
ma la distanza MR è uguale al raggio vettore MF (§ 116), dun- 
que NF MF. Perciò per condurre una normale ad un punto 
M p reso sulla parabola si tira il raggio vettore MF, questo si 
riporla da F tn N, e si uniscono i punti N ed M con la retta 
MN che sarà la normale richiesta. 

122 Ora dal triangolo NMT rettangolo nel punto M si ri- 
leva che NP ! MP ” MP ; PT; ma abbiamo trovato che la sul- 
tangente PT == 2AP dunque sarà 

(1) NP;MP::MP:2AP; 

inoltre il parametro p essendo terzo proporzionale dopo I ascissa 
e 1’ ordinata (§ 114) avremo 

(2) p : mp : : mp ; ap 

e confrontando le proporzioni (1) e (2) si otterrà la 

(3) np : p ap : 2ap :: i : 2 

d' onde si rileva che la sunnormale (§ 118) è costante, ed è 
ugtiale alla metà del parametro. Perciò essendo cogniti 1 asse 
ed il parametro, per conduire la normale ad un punto M della 
parabola si abbassa l ordinata MP, si prende PN uguale alla 
metà del parametro, e quindi si tira MN, che sarà la volinole 
richiesta 

123. Se il condurre la tangente e la normale ad un punto 
qualunque preso sulla curva parabolica occorre frequentemente, 
ed è importante nella pratica delle arti, non è senza utilità 
in qualche caso saper dagli artisti condurle da un punto dato 
fuori della medesima. La circonferenza del circolo descritta col 
centro nel punto B preso fuori della curva (fig 78), e col raggio 
uguale alla distanza FB taglia la direttrice in due punti distinti 
R, R'. Dalle considerazioni che abbiamo fatte al (§119) si argo- 
menta chiaramente che le perpendicolari condotte respcttiva- 
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melile alle corde FR, FR' prolungate debbono esser tangenti 
alla curva. Inoltre se dai punti d' intersezione R, R' si ele- 
vano le perpendicolari RM, R'M' queste incontreranno respel- 

tivamente le tangenti nei pun- 
ti M, M'; ma i punti M, M' essendo 
ugualmente distanti dal foco o 
dalla direttrice (§ H6) apparten- 
gono altresì alla curva; Dunque i 
punti M. M' sono quelli di contatto 
delle tangenti BM, BM' Perciò da 
un punto dato B fuori della pa- 
rabola si possono cottdurre due 
tangenti distinte BM. BM' ; le quali 
si determinano segnando sulla di- 
rettrice le intersezioni R, R' di un arco RFR' di centro R /* 
di raggio FB, e quindi elevando da R. R' le perpendicolari RM. 
RM' fino all’incontro della curva in M. M', e tirando infine le 
BM. BM'. 

124. Adesso da un punto R ( fig . 79), preso esternamente alla 

curva sul prolungamento della 
normale MN. condotta ad un 
punto M. si abbassi sud asse la 
perpendicolare RB, e si porti 
dal piede B in O la metà del 
parametro, quindi sulla metà di 
AO si elevi la perpendicolare 
DC uguale al quarto di RB : 
Dal punto M poi si tiri l’ordi- 
nata MP, e da C la CS parallela all’asse Siccome 
CS = DP = AP — AD 

MS = MP — SP = MP — CD. 



Fig. 79. 
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CM* = CS* 4 - MS* = (AP — AD)* -t- (MP — CD)* 
ovvero sostituendo gli equivalenti dei quadrati delle differenze 
avremo 

CM* = AP* _ 2. AD. AP -4- AD* -+- MP*— 2 CD. MP 4- CD* 
ed essendo (§ 122 ) 

2. AD =r AO = All 4- BO = AB 4- PN 


2. CD = soslituendo avremo 

4 2 


(1) CM* = AP* — AP (AB -4. PN)4- AD* 4 - MP* - BR MP t-CD* 

“ ~ 2 

Ciò posto, i triangoli simili BRN PMN danno BIS ; MP " BN; PN. 
da cui si ottiene 1’ uguaglianza BR=r ML.che moltiplicata 

MI’ 

da ami» le parti per __ diviene 

BR MP BN MP* 

2 — . 

' 2 ì . PN 


poiché BN — BP 4 - PN = AP — Alt 4 - PN, 


c pel (§ Il 4) 


MP* = A p 
2PN 


lenendo nella ( 2 ) questi equivalenti avremo 

(3) ? R “ P = (AP — AB 4 - PN) AP; 

2 

perciò nella uguaglianza (1) sostituendo la nuova espressione (3; 
cd eseguendo le moltiplicazioni e le riduzioni, otterremo 

CM* — AD* 4 - CD* 

Ma dal triangolo rettangolo ABC abbiamo 

— * — i — S 

AC = Al) -+-CD 
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Dunque GM* = AG* ovvero CM — AG cioè il punto di incontro 
li è distante dal punto C egualmente che il vertice À ed il 
punto O. Da ciò si apprende che per conduire Ut normale HM 
alla parubola (li nolo parametro da un punlo ft preso fuori < Iella 
curva, si abbassa la perpendicolare RK, si j torta Ut metà del pa- 
rametro da B in O, e sul messo di AO si conduce la per/tendico- 
lare DC uguale al quarto di KH, e quindi descritta una circonfe- 
renza col raggio AG e col centro in C, pel punto M ove essa in- 
terseca la parabola una seconda volta e pel punto dato R si tira 
la MR. che sarà Ut normale cercata . 

125 All' architettura è necessario nella costruzione degli 
archi e delle volte di determinare la direzione delle superficie di 
commesso dei cunei, che per le leggi della Statica deve essere 
perpendicolare alla curva delle oentine. Quando si voglia spe- 
cialmente costruire un arco o una volta parabolica, piuttosto 
che impiegare i metodi generali già indicali 33), il costruttore 
opererà con più facilità e brevità e conseguirà maggiore esat- 
tezza applicando le semplici regole ora esposte, che insegnano a 



condurre la normale o la tangente alla parabola. Per esempio; se 
RAC [fig. 80) è la curva parabolica di un arco o di una volta, 
condotto I asse AX e determinato il fuoco F, a partire dal ver- 

ii 
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lice A si premiano gli archi Aa, ab, bc, cd, ec.. corrispondenti 
alla larghezza dei cunei; Per la regola del (§ 121) gli archi 
ai , 62, e3, db ec., che si descrivono coi raggi vellori Fa, Fò. Fe, 
Fd. ec . Uiglieranno 1 asse AX nei punti 1, 2, 3, 4, 5 ec , e le 
rette la. ib, 3c, 4 d ec., che gli uniscono ai punti a, b, c. d, cc , 
saranno respellivamenle le normali alla curva in i|ucsti punti, 
e quindi daranno le direzioni secondo le quali debbono disporsi 
le superficie di contatto dei cunei. Per la regola poi del (§ 122) 
si conducano dai punti a, b.c.d, ec. [fig 81), lena', bit, cd, ddl, ec , 
parallele ali asse AX cd uguali costantemente alla metà del para- 
metro, ossia al doppio di AF. e dai punti et, //, d, d', ec., altret- 
tante perpendicolari all'asse n'1, Iti, dò, d'4, ec., che lo incon- 
treranno nei punti 1 . 2, 3, 4, ec., e finalmente si tirino le 
rette la, 2 b, 3c, \d, ec , che saranno le normali o le direzioni 
richieste. 1 

Proprietà llnicn. — 126 Prolungando il raggio vettore 
FM, la normale NM e la tangente TM nella parte esterna della 
parabola (fig. 82) respellivamenle in f, in n, e in I, e la per- 
pendicolare RM nella parte interna 
fino in r, abbiamo una serie di angoli 
opposti al vertice, che ci danno ma- 
nifestamente 

ang »M/ = ang. TMF 
ang. fMt — ang. TMR, 

ma i complementi d'angoli uguali 
sono uguali; dunque 

1 Quando all’ architetto piacesse di segnare gli ardii A a, ab, bc, 
td, ec., sulla curva esterna ossia di estradosso della volta, allora si pre- 
senta il caso di condurre altrettante normali alla curva interna o di 
intradosso da punti situati fuori di lei, e può essere applicabile la re- 
gola del (§ Iti). Nella esecuzione pratica delle volte si è costretti ad 
0 |>crare sulla parte esterna delle cenline, il che impedisce di ripor- 
tare in natura le costruzioni grafiche o le misure che da esse dipen- 
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ang. rMN =j ang. NMF 

ang. fMn = ang. nMR 

E siccome sappiamo dalla tìsica che l'angolo di incidenza è 
uguale all'angolo di reflessione, per ciò: 1° 1 raggi della luce, 
del calore e del suono paralleli all asse incontrando la concavità 
della parabola convergono tutti, e si re/lettono pei raggi vettori nel 
fuoco F ; viceversa partendo rial fuoco F si re/lettono parallela- 
mente all'asse 2° / raggi stessi paralleli all'asse incontrando 
la convessità divergono fra loro, e si re/lettono secondo il prolun- 
gamento dei raggi vettori ; e viceversa diretti al fuoco si re/lettono 
parallelamente all ' asse 

127. Nelle arti fìsiche si fa frequente applicazione di queste 
proprietà, ed in seguito ne daremo qualche esempio parlando 
delle superficie di rivoluzione generate dalla parabola : intanto 
non è fuor di luogo l’ indicare come se ne valga l’ arte di edifi- 
care. Per esempio : dalla domestica economia si richiede che il 
cammino di una camera produca il riscaldamento dell ambiente 
col minor consumo di combustibile. A tal (ine il buon costrut- 
tore dando alla parete del cammino la forma parabolica col- 
l’asse diretto verso la camera, otterrà che i raggi calorifici, 
emanali dalla fiamma posta nel fuoco della parabola, incontran- 
do la parete del cammino, si reflettano parallelamente all' asse, 
e cosi senza disperdersi, vengano tutti lanciati direttamente nella 
camera a riscaldarne 1’ ambiente. 

Una sala destinata a raccogliere più persone per ascoltare 
un oratore, come una scola o un foro, per esser perfetta si co- 

dono. In tal caso si stabiliranno una linea materiale che rappresenti 
P asse prolungato esternamente, e tante linee o corde che rappresen- 
tino te tangenti (§ ISO), quindi ponendo successivamente una squadra, 
con un lato lungo le tangenli e col vertice dell’angolo retto in ciascun, 
punto cui deve corrispondere la linea di contatto dei cunei, l’altro lato, 
della squadra darà la direzione delle respettive normali. 
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si ruira con una mezza circonferenza BDC (pg. 83) c. con una 
porzione BAC di parabola, la quale abbia il fuoco F nel centro 
stesso della circonferenza. Colui che parla essendo collocato nel 
centro F, i suoni della sua voce giungono direttamente agli udi- 
tori secondo i raggi del semicer- 
chio, e vi giungono retiessi paral- 
lelamente a se stessi dalla parete 
parabolica BAC ; cosi non ne va 
perduto alcuno, e dietro I oratore 
. resta meno spazio che se la sala 
fosse totalmente circolare. 

Nella costruzione dei Teatri si 
deve prescegliere quella figura che 
combini possibilmente la maggior riunione dei raggi fonici onde 
riescano sonori. La parabola sodisfacendo meglio d' ogni altra 
curva a questa condizione, I architetto In impiegherà di prefe- 
renza, costruendo le pareti secondo i rami di una parabola, po- 
nendo il fuoco nel mezzo del proscenio, e chiudendoli dalla parte 
verso la quale divergono da una curva convenientemente 
scelta c combinala. 
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Diametri — Determinazione degli ‘dementi parabolici - 
Descrizione e costruzione della parabola. 


etri. — 128. Ogni retta indefinita .VX' clip si con- 
duca da un punto qualunque A' della parabola (fig 81 paral- 
lelamente all'asse principale AX si chiama diametro. L'asse 

principale stesso è un diametro, clic 
divide simmetricamente la curva 
(§§ 99, 100). Seda qualsivoglia punto 
F' ilei diametro si conduce la P'M' 
parallela alla A'T tangente nel punto 
A', le .VP', M'P' si dicono respelti vo- 
mente ordinala ed ascissa al diametro 
dal punto M'- (§ 60). Molte delle pro- 
prietà della parabola che si riferi- 
scono all asse principale si verificano anco rispetto ai diametri. 
Siccome esse interessano più il Geometra che l'Arte, esporremo 
unicamente quelle che possono nella pratica .trovare una diretta 
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ed utile applicazione. 

129. Nella parabola MAm (fig. 85) si conduca una corda 
qualunque Mm parallela alla retta aT tangente in un punto a, e 
si prolunghi il diametro ax condotto per a fino al punto di in- 
contro d colla direttrice Rr, e dai punti estremi M. m della 
conia si abbassino sulla direttrice le perpendicolari MR. tnr, che 
saranno parallele fra loro c respeltivumente uguali ai raggi vet- 
tori MF, mF (§ 1 16)< e dipoi pel punto d c pel fuoco F si tiri 
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la retta t/G.che taglierà le parallele al, Mm nei punti C ed O, c 
sarà ad esse perpendicolare, poiché la distanza ad uguaglia il 
raggio vettore aF ; finalmente fatto centro in M col raggio MF 

si descriva un arco di cerchio RFG, 
il quale sarà tangente alla direttrice 
nel punto R,e taglierà nuo\amenle la 
retta t/G nel punto G. Inoltre essen- 
do Mm perpendicolare ad FG ed 
MF = MG, il punto m sarà ad ugual 
distanza dal punto G, dal fuoco F, 
e dalla direttrice (§ H6); perciò 
I' arco descritto col centro in m e 
col raggio mF sarà pure tangente 
alla direttrice in r. 

Ora la direttrice Rr è tangente co- 
mune ag(j archi descritti nei punti 
R r, ed i punti F, G appartenendo ad ambedue gli archi, la retta 
d G è secante connine nei medesimi punti F, G ; per cui avremo 

dv : Re/:: r</ : g</ 

dF ; dr : : dr : Grf. ' 

le quali paragonate danno Re/ — dr ; ma per le parallele MR, 
P il, mr che tagliano la direttrice Rr e la corda Mm abbiamo 

Re/ ; dr ” MI* ; Pm ; dunque MP - Pm 

cioè ogni corda parallela alla tangente tn un punto della para 
boia, è divisa in due parti uguali dal diametro condotto dal 
medesimo punto. . • 

130. Questa proprietà è utilissima per determinare tutte le 

* • * * * * * 

1 Nelle nostre lezioni di geometria elemenlare abbiamo dimostrato 
che da un punto dato fuori di un circolo condotta una tangente ed 
una secante, la tangente è media proporzionale fra l’ intera secante e 
la parte esterna. • 
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funzioni lineari della parabola, per cui credo giovare all' arte 
del disegnare specialmente esponendo il seguente . > - 

Problema. Data una parabola NAS (fig 86) trovarne l asse, il 

vertice, il parametro, la direttrice ed il fuoco. Condotte comunque 
c divise in mezzo nei punti p, q due cor- 
de parallele Min, Nn, pei p, q si tiri BC 
che sarà il diametro. Perpendicolarmente 
a questo si conduca da M la corda MS, e 
dal suo punto di mezzo P si tiri AO pa- 
rallela a BC, che sarà l' asse principale. 
Il punto di incontro A con la curva sarà 
il vertice. Descritta una mezza circoli 
ferenza AMO che passi per A ed M col 
centro sull' asse, il segmento PO sarà il 
parametro. Presi AD uguale al quarto di PO, la DB condotta 
perpendicolarmente ad AO sarà la direttrice ; ed in fine il punto 
F segnato da A in F parimente col quarto di PO sarà il fuoco. 

All esercizio degli studiosi rilascia- 
mo ili trovare nelle proprietà fin qui 
esposte le ragioni di questo operato 
Idi . Se dalle estremità M, m della 
corda Mrt* [fig. 87) si conducono alla 
parabola due tangenti MT, mT, cia- 
scuna incontrerà il prolungamento 
del diametro AP che divide in mezzo 
la corda stessa; ma è dimostrato dal- 
la geometria analitica che I ascissa 
AP è uguale alla parte esterna del 
curva e l' incontro della tangente ; 1 

» 

1 Ecco un modo elementare per giungere alla dimostrazione di 
questa |>roposizione. Primieramente dai triangoli simili TCK, FOn 
■J>q. 85) [8 ISO) si ha FT ; FC.‘ • F» ; FO dalla quale componendo 
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diametro compresa fra la 
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Dunque, poiché i punti M, m hanno la medesima ascissa AP, le 
tangenti MT. mT incontrano il diametro nello stesso punto T e 

■* J . . • ' ■■ * —l 4 • • • . • • • ' » ' / 

. H . *. t ( — . i . . • - t r» 

avremo FT 1 FC ; I FT -t- Fr. ; FC + FO V Tn ; CO 

ma i Inalinoli simili TCF, FDrf danno Fd I FD ; • FT ; FC 
dunque Fd ' Fr» ; ; Tn ; CO 
ovvero («)- Fd ; SFD ; ; Tn ; iCO. 

Inoltre essendo 
CO = CF + FO = de 
e per le parallele aT,PO sarà Tn — aP, quindi la (t) si riduce 
Fd:*FD;;oP;dG; • ' 

ina rispetto alla secante dG ed alla tangente Rd dell' arco RG abbiamo 

trovalo (§ 1*9) Fd ; Rd ; \ Rd ; d G ossia, per essere Rd =i Mx, 

Fd ; Mx : : M® ; dG. 

Dunque iFD ! Mx " Mx * oP 

ed osservando che iFD uguaglia il parametro p (§§ IU, H5) avremo 

(S) Mx’ = p . oP. 

In secondo luogo considerando due ordinate Mp, N q ( fig ■ 86) al 
diametro BC, calale su di esso le perpendicolari Mr Ns avremo per 

In (!) Mr’ = p . Bp, Ns* = p . Bq colle quali si ottiene 

Mr : n/ • ; Bp ; b 7 

ma i triangoli simili Mrp, N sq danno Mr * Ns ! * Mp * Nq che qua- 
drando ogni suo termine diviene 

flr N** ! Mp' • N iq’ 

Dunque (3) Mp” ; Nq *. *, Bp Bq 

• cioè i quadrati delle ordinate stanno nome le assiste, il che abbiamo 
veduto verificarsi rispetto all'asse *8 US). Ora conducendo una se- 
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vicevcrsii la retta TP che divide in parti uguali MP = Phi la 
corda Mm e che passa pel punto d incontro T delle tangenti 
condotte da M, m è un diametro. Ciò premesso, da un punto C 
si conduca una terza tangente Nr» e dai punti N, C, n si ti- 
rino i diametri NB, CO, nò paralleli a TP; le corde MC. Cm 
essendo parimenle divise per metà dai diametri NB. nò danno 
MB = RII, Pò = bm, e perciò 

MB + BP — MP = Pm — PD -t- Dò -f- Imi 
ossia MB 4- BP — PD 4- 2 bm 


cante SN {fig. 88) e dai punti M, N le orilinate M/i, N 7 al diametro Tg, 
i triangoli simili MSp, NSr/ daranno 



Fi* SS. 


s /> : s <7 :: »i> : n q, 

ossia quadrando ogni termine, si avrà 

— — - f • j 

S p • Sq • • M/> • N q , 

eri essendo 

Sp = SB Bp, S7 = SB -t- B7. 
e paragonando la proporzione ( 3 ) avremo 
(SB -4- Bp)’ • (SB Br/)* * ' Bp ; Br/ 
dalla quale si ottiene 


(SB *+■ Bp)’ . B7 — (SB -t- B7)’ . Bp. 
e riducendo avremo 


SB* IB7 — Bp) = Br/ . Bp IHg - Bp'. 

D’ onde (41 SB’ — B7 . B/< ; cioè la parte esteriore del diametro compresa 
fra il vertice e la secante è media proporzionale fra le due ascisse. 
Supponendo finalmente che i punti M,N si avvicinino fra loro da coin- 
cidere in un sol punto m, la secante NS diverrà la tangente NT, e le 
ascisse Bp, B7 diverranno uguali alla ascissa BR del punto di contatto 
m. perciò la ( 4 ) si cangerà nella 

SB’ = BR X BR - BR’, e quindi SB = BR 

Dunque SR = SB ■+■ BR = SBR, cioè la suttangente è doppia della 
asrissa, come abbiamo trovato peli’ asse principale ff$ ISO). 

1 » 
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c poiché PD — Iti) - Iti* - Mlt — Iti' 

avremo Mlt - 4 - BP = MB — IIP - 4 - 2 bm cioè IIP ~ bm 
e quindi sani MB = Bl> = BP + PI) = bm +- PI) 
ovvero MB — Pè 4- PI) cioè MB— l’é 

Ora le parallele NB, TP danno 

mn : m mb : BP; 

e poiché abbinai Irovato 

BP = bm, MB— P/> 

avremo MN ; NT ” P b ; bm ; 

ma le'parallele TP, n b danno Tu \ mn ; ; P b ; bm; dunque stabi- 
liremo MN I NT “ Tn ] imi, 

cioè le tangenti MT, mT condotte all' estremità M .nidi mia corda 
Mm sono dioise da una tersa tangente Nn in parti recip) oca- 
mente proporzionali . 

Molte altre proprietà vengono dimostrate dalla Geometria, 
■le quali ci impegnerebbero in considerazioni troppo elevale e 
puramente speculative ; però qui ci arresteremo per non allon- 
tanarci dallo scopo tecnologico di queste Lezioni. 

Determinazione degli elementi parabolici. — 
132 Dopo avere esposte nella passata e nella presente lezione 
quelle fra le proprietà della paratala, che abbiamo creduto pos- 
sano ricevere una diretta ed utile applicazione, mostriamo adesso 
i diversi processi di costruzione grafica della curva da seguire nei 
differenti casi dell'esercizio delle arti Gli oggetti, che cadono sotto 
i nostri sensi o si presentano alla nostra considerazione, in pratica 
hanno delle dimensioni necessariamente finite. La parabola seb- 
bene estenda i suoi rami all' infinito (§ 1 00] e quindi compren- 
da superficie infinite, viene impiegala nelle arti entro certi li- 
miti di estensione. Nella pratica dell' operare in sostanza non 
abbiamo che da costruire un arco di parabola limitato dalla 
corda, e l'artista conoscendo le proprietà diverse di questa 
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curva, non ha in conseguenza ciie da scegliere (|uelia regola di 
costruzione, che meglio sodisli alle condizioni ini poste dallo scopo 
cui la curva è destinata. 

133. Quando sieno dati soltanto una corda e l'asse princi- 
pale dell arco parabolico da costruire, il problema è indetermi- 
nato : imperocché per due punti può passare un numero infi- 
nito di parabole. Per condurre I unico arco parabolico che in- 
sista sopra una corda o linea qualunque finita, è necessario sia 
dato il fuoco, o la direttrice, o il vertice colla direzione dell'asse, 
ossia Ut tangente al vertice Vediamo prima di tutto come colla 
cognizione di uno di questi elementi si possano determinare gli 
altri due. 

134. Problema primo. Dati due punti M, m ed il fuoco F 
di una parabola ( fig . 89'. determinare la direttrice, ed il vertice 
all'asse. Coi raggi vettori MF, mF fatto centro in M ed m si 

descrivano due circonferenze 
RFR\ rFr', dipoi si conduca 
una tangente Rr comune alle 
due circonferenze, ed infine si 
tiri pel punto F la DX per- 
pendicolare ad Rr, e si divida 
I intervallo FI) per metà Poi- 
ché i raggi MR. mr perpendi- 
Fig- *9 cola ri alla tangente Re sono 

respetlivamentc uguali ai raggi vettori MF, wiF, ciascuno dei 
punti M, m è ugualmente distante dal fuoco F e dalla tangente 
Rr, perciò (§ 1 1 6) la Rr è la direttrice, ed in conseguenza la 
perpendicolare DX, e il punto di mezzo A di DF sono Yusse prin- 
cipale ed il vertice § 1 1 ii). Siccome dalla geometria elementare 
sappiamo di poter condurre due tangenti alle circonferenze RFR', 
rtV, il problema ha una doppia soluzione: infatti la seconda tan- 
gente RV sarà parimente una direttrice, la 1VX', che [tei fuoco F 
scende perpendicolarmente su di essi, il suo asse jnincipalef ed il 
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punto di mezzo A' dell intervallo FI)' il suo vertice.. Dunque pei 
punti M, m si possono condurre due parabole col fuoco comune 
F rivolte per la loro concavità; e per aver I’ unica soluzione ba- 
sterà che venga indicato da qual parte della corda Mm deve 
esser situato l' arco parabolico. 

I do I'iioui.f.ma secondo. Dati due punti M, ni, e la direttrice 
He di una parabola fig. 90). determinare il fuoco e il vertice 
aliasse Con le perpendicolari MB. mr abbassate sulla diret- 
trice Ile si descrivano due archi di 
cerchio HFF'.rFF'coi centri in M, ni. 
i quali si taglieranno in un punto F. 
Il punto F, essendo distante dai 
punti M. m quanto essi lo sono re- 
spetlivnmente dalla direttrice Rr. è 
il fuoco iti 1 1ti', c quindi la DX per- 
pendicolare a Rr che passa per F, 
ed il punto di mezzo A dell' intervallo FI) saranno l’asse ed 
il vertice E poiché gli archi RFF', rl-F' si tagliano in un se- 
condo punto F', la nuova perpendicolare D'X' che passa per F', 
ed il punto di mezzo A' di F'D' saranno il fuoco, I asse ed il 
vertice di una seconda parabola, che si può condurre pei punti 
M.m. In questa doppia soluzione i due archi parabolici aventi 
una stessa direttrice Rr insistono sulla corda Mm dalla medesi- 
ma parte c la con vessi là dell'uno è rivolta verso la concavità 

dell'altro. La posizione poi del fuoco 
da una o dall’ altra parte della cor- 
da determinerà 1' unica soluzione del 
problema. 

136. Problema terzo. Dati due 
punti M . m e la retta T< tangente al 
zig* si. vertùx ( fig . 91 ), determinare il fuoco 

e la direttrice. Dal punto di mezzo C della cord» Mm e dai 
punti' M, m si conducano le GB. Mi. mt perpendicolari alla 
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retta T/ ; poiché I asse è perpendicolare alla tangente al vertice. 

CB sarà il diametro e le MT. r nt uguaglieranno lo ascisse all’ asse 
dei punti M.m. Si porti MT, da B in 0 *d mi da B in q, e sulla 
imrzione Qr/ come diametro si descriva la semicirconferenza 
QN <7 che taglierà il diametro HC della parabola iu N ; da M si 
conduca NO parallela a T< e dal punto di incontro O con la 
corda Mm si faccia passare Al’ parallela a BC. La parallela Al* 
è i asse principale, e il punto d intersezione A il vertice Infatti 
abbiamo per costruzione 

ob : bn : : bn : i iq -, 

ma BN = AO, e condotte le perpemlicolari MI*, mp sopra la 
direzione AO si ha 

BQ — MT — AP, B q — mi- Ap ; 

Dunque avremo AP ; AO " AO ; Ap, con che resta verificata 
la prima delle proprietà della parabola, che abbiamo trovala al 
(§ 117), relativamenle ai punti M. in, A, pei quali deve passare 
la curva. Il problema poi del (§ 131) insegnerà a trovare il 
parametro e quindi il fuoco e la direttrice. 

137. L architettura può trovarsi al caso di risolvere gli 
esposti problemi nella costruzione della cenlina per gli archi * 
soppi o rampanti di forma parabolico. In queste costruzioni 
la posizione dei punti M,m è data dalle imposte dell'arco, la di 
cui corda é inclinata all’ orizzonte ; e piuttosto che il fuoco o la 
direttrice, ordinariamente è data per condizione T altezza mas- 
sima a cui deve elevarsi Varco parabolico sopra l'orizzontale 
condotta per una delle imposte, ossia è data la tangente al 
vertice della parabola ; e per conseguenza è più frequente il 
caso di avere a risolvere I ultimo che i precedenti problemi. 
Premesse queste considerazioni sulla costruzione di un arco 
parabolico, scendiamo ad esporre le varie regole, colle quali 
graficamente si può descrivere la parabola 
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neocrlilone e contrazione dello parabola — 138 Me- 
todo delle ordinate Descrivere la parabolti dati l'asse AF, il 
vertice A ed un punto qualunque M [fg 92). 

Regola prima. Determinato il parametro PR con la posizione 

ilei punto M (§§ 1 1 4. 130), si 
fa centro successivamente sul 
T asse, e si descrivono le se- 
micirconferenze AbU , A od , 
A dd! ec., concorrenti nel ver- 
tice A, che taglieranno I' asse 
nei punti b\ d, cH, ec.; si pren- 
dono i segmenti ò'B.c'C.d'D.ec.. 
uguali al parametro PR, e di- 
poi dai punti B, C, D ec.. così 
determinali si conducano le 
ordinale B6 Ce Dd ec.; i punti 
6, c, d, ec., ove esse incontrano le respettive semicirconferenze 
A bU, A cd, Adà ec., apparterranno alla parabola, poiché le or- 
dinate tB, cC, dD ec . essendo i segmenti //B.t/C, d'D ec. uguali 
e costanti, hanno i quadrati loro proporzionali ai segmenti o 
ascisse AB. AC, AD ec. (§§ 112, 114); e non rimarrà linal- 

• mente che unire con una linea i punti A, 6, e, d M secondo 

il grado di continuità richiesto dall' uso a cui deve servire la 
curva (§ 62 al 68) Siccome i rami della curva sono uguali e 
simmetrici intorno all’asse (§ 100), per costruire I altro ramo 
della parabola si ripeterà la regola rovesciando I operazione 
in senso contrario, ovvero raddoppiando le ordinate B b, Cc, 
Dd ec. Alla medesima determinazione si giunge applicando lo 
stesso principio (§ 112) con la seguente 

Regola seconda. Dal vertice A (fig. 93) si conduce la Am 
perpendicolare all asse, ed il parametro già determinalo si 
riporla sulla parte esterna dell asse da A in R, c quindi fa- 
cendo centro successivamente sull asse si descrivono le scmi- 
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circonferenze RA'B, Hc'C, Rt/'D ........ RmP concorrenti 

nel punto R, le quali taglieranno l’asse in B, C. D P, 

e la perpendicolare Am in 

17, d, <1 m. Dai 

punti B, C. D. . . . P condu- 
cendo le BA, Ce, Drf . . . . 
PM parallele alla Am, e dai 
punti A', d, <t . . . m le Ub. 

de, d'd mM parallele 

all’ asse, i punti di loro in- 
contro b, c, d M 

apparterranno alla parabola, 
poiché essendo le A V , Ad. 

Ad! Ani uguali respettiva- 

mente alle Bò. Cc, Dtf . . PM come nella regola precedente, 
si verifica la proprietà che i quadrati delle ordinate AB. cC. 
df) ... . MP stanno come i segmenti, o le ascisse AB, AC, 

ad,..., ap fii2. my 

139. Metodo dei raggi vettori 
Descrivin e la parabola dato il fuoco F. 
e la direttrice D'R (fig. 9i). Sulla diret- 
trice D'R si prendono a piacere i pun- 
ti 17, d, <t, oc., dal fuoco F si tirano 
le rette FA', F d, F d! ec.,e sulla metà 
di ciascuna si elevano le perpendico- 
lari Al . ci, d'd, ec. ; dipoi condotta per 
F la D'X perpendicolare a D'R, dai pun- 
ti A', d, d' ec. si conducono le A'A, 
de, d'd ec., parallele a D'X fino che 
incontrano le rette Al, c2, t/3, ec.,nci 
punti A, c, d, ec. Questi appartengono 
alla parabola richiesta di cui il punto di mezzo A della FD ne 
A il vertice : infatti i punti A, c. d, ec., trovandosi situali si- 
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inullancamentc sopra le perpendicolari 61, c2, d3, ec., c sulle 
parallele b’b, de, ctd. cc., godono della notevole proprietà della 
parabola di essere ugualmente distanti dal fuoco F e dalla di- 
rettrice 1>'H (§ 146) Con analoga operazione si potranno deter- 
minare i punti dell altro ramo simmetrico della parabola, e 
quindi si uniranno per aver la curva continua nei modi che ab- 
biamo altrove insegnato (§ 62, al 68) Siccome le perpendico- 
lari b I. c2, d3 ec , sono le tangenti 'ai punti 6, c. d, ec., e le 
6B. eC, di), cc.. parallele ed uguali alle VI/. IV, F d\ ec., sono 
le normali ai punti medesimi {§ 118, 121), la regola islessa ri- 
sparmia la costruzione delle une e delle altre, e può usarsi 
quando sieno richieste, ma non dà resultati troppo esalti per- 
chè la crescente obliquità delle perpendicolari 61 . c'i, d3, cc , 
sulle b(J, cd, dd 1 , ec., rende più incerta la vera posizione del 
punto d' intersezione. Con più esattezza e semplicità si deter- 
mineranno i punti b, c, d, ec., se condotto per F l’asse AX 
[fig. 9o) su di esso si prendono a piacere le ordinale indefinite 
6B, cC, dD, ec., e quindi facendo centro in 
F coi raggi successivamente uguali a D'B. 
iyc, D'B ec , si descrivano altrettanti archi 
da tagliare le respeltive ordinate nei punti 
b, c, d, ec., che saranno quelli richiesti, poi- 
ché godono parimente della medesima pro- 
prietà (§ 1 1<>). 

I melodi esposti si applicano senza dif- 

Fig 95. 

licolta nelle operazioni ove si può maneg- 
giare la riga ed il compasso, ina non convengono nelle costru- 
zioni in grandi dimensioni, per le quali ò più facile c resta piu 
semplice il seguente # 

4 40. Metodo delle corde. Descrivere la parabola, dato il 
vertice A coll'asse AP ed un punto qualunque M [fig. 96). 
Dal punto M si conduca sull' asse AP la doppia ordinata Mm, 
che darà un secondo punto m della parabola. Si divida l'ascissa 
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AP e le ordinate MI’, mP nel medesimo numero di parti uguali, 
e si numerino le divisioni di AP dal vertice A verso P. e 
quelle di MP, mP viceversa dal piede P verso i punti M, m ; 

Infine dal punto M c pei punti 
1 . 2, 3 ec. della ascissa AP si 
tirino altrettante rette, che ta- 
glieranno nei punti 6. c, d, ec. 
le parallele indefinite condotte 
all’ asse dai punti corrispondenti 
della ordinata mP. I punti b, c, 
d, ec. apparterranno alla para- 
bola, e per ottenere i loro sim- 
metrici U, d, d', ec. si farà per m ciò che è stato fatto per M ; 
o per abbreviare l' operazione, sulle rette che partono da in si 
riporteranno le porzioni 16, 2 c, ‘Sd ec. da 1 in V, da 2 in di 
da 3 in d! e cosi di seguito. 

Infatti se consideriamo, per esempio, il punto d, si conduca 
L' ordinata dD, ed osservando che il segmento P3 dell' ordinata 
mP è uguale all'ordinata dD, dietro il metodo tenuto nella co- 
struzione avremo 

MP I Dd 6 7 3 

ap : A3 :: 6 ; 3 

perciò avremo MP ; Od 1 1 AP; A3. 

Ma fra le proprietà della parabola abbiamo trovato che l'ordi- 
nata maggiore condotta dall' estremità di una corda sta alla mi- 
nore condotta all'altra estremità come l’ ascissa maggiore sta 
all’ asse intercetto fra il vertice e la corda (§ 117, e nota 1) ; 
dunque il punto d deve necessariamente appartenere alla pa- 
rabola, ed in conseguènza per la stessa ragione vi apparter- 
ranno gli altri punti 6, c, ec. 

1 il . Metodo delle tangenti. Descrivere una parabola, date 
due tangenti MT, M'T, ed i loro contatti M, M' [fig. 97). Per ren- 
dere l’ operazione più generale si supponga che le tangenti si 
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taglino sotto, un angolo MTM' qualunque. I.e porzioni MT, M'T di 
esse intercelte fra i punti di contatto M, M' ed il punto d’ in- 
contro T si dividano nel medesimo numero di parti uguali, per 
esempio in 8. Numerali progressivamente i punti di divisione 
dell una MT a partire da M verso T. e quelli dell’ altra M'T da 
T verso M', si conducano pei punti contrassegnati del medesimo 
numero le rette 1.1', 2.2', 3.3',.... 7.1' ciascuna delle quali 
per conseguenza dividerà le MT, M'T in parti reciprocamen- 
te proporzionali ; ma due tangenti 
alla parabola tagliale da una terza 
godono di questa proprietà (§ 131). 
Dunque le rette 1 .1', 2.2', 3.3', ee. sa- 
ranno altrettante tangenti alla para- 
bola richiesta, ed il contatto di cia- 
scuna sarà il puntò di mezzo della 
porzione di tangente compresa fra le 
tangenti vicine; ’ (§§ 128, 129, 131) 
cosi il punto b mezzo di mn sarà il 
contatto della tangente 4.4'. Questo 
metodo si presta meglio del prece- 
dente per le operazioni in grande da eseguirsi sul terreno, 
quando anche nella parte interna della parabola da tracciarsi 

1 Se consideriamo una qualunque delle tangenti, per esempio la 
7.1’, di cui il punto di contatto sarà il punto di mezzo odi rfi’, In succes- 
siva fi. 6' tagliandola ind, ed incontrando laMTin6darà ad; d7 “ 1 ; fi e 

quindi ad .— ; l’altra poi 5.5’ darà ac ' c~ " ì ' S cioè ac = — — ma 

ac = aiì + de, c7 = d7 — de = 6. ad — de. Dunque sostituendo avremo 
5 (ad-i-dc) = 12ad — S de d’ onde ad = de ; ed operando cosi di seguito 
per le tangenti K.V, 3.3’ ec., troveremo de = ce, re — ef, ec., cioè .la 
tangente 7.7’ rimane divisa nel medesimo numero di parli eguali in 
cui furono divise le MT, MT, come in un modo analogo può dimo- 
strarsi di tutte le altre. Da queste proprietà della parabola si rileva 
un processo generale per dividere una retta data in un numero di 
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sorgano ostacoli c impedimenti, e non esige clic una misura e 
dei picchetti ; ma se le accidentalità del terreno non rendono 
praticabile la divisione delle tangenti date, o non è possibile 
piantare i picchetti sulle loro direzioni, in questo caso può riu- 
scire utile il seguente 

1 12 Metodo delle secanti. Uniti i punti di contatto M.m delle 
tangenti date MT,mT {fig. 99) con Min, 
per P mezzo di -M/n, e pel punto d in- 
contro T si conduca TP ; la sua dire- 
zione sarà quella di un diametro, e 
siccome la suttangentc è doppia dcl- 
I' ascissa, il punto A mezzo di PT ap- 
parterrà alla curva richiesta (§ 129, 
e nota 1). Dipoi sulla retta PT da 
una parte e dall altra di A si prendano 
le porzioni Al, A2, A3, ce. resj/etti- 
vamente uguali alle Al'. A'i r , A‘ò r cc. 
c dai contatti M, m si conducano per 
tutti questi punti di divisione altret- 
tante rette. I punti d' incontro a, b, 
c, ec., e a', //, é, ec., delle rette che passano pei punti segnati 



Fig. 99. 


parti uguali ; protesso facilmente applicabile alla divisione delle linee 
tracciate sul terrenoanche di una gualche estensione, celie non richiede 
elle una misura e dei picchetti. Sia ac la retta da dividersi per esem- 
pio in 4 parli uguali [fig. !>8). Da una delle estremità si condurrà una 

retta qualunque oO, su cui a partire da a si 
rqiorlerà cinque volle una lunghezza arbi- 
traria, cioè una di più che non deve avere 
ac. Per e ed 0 si conduca una retta, sulla 
quale si riporterà cO quattro volte, ed in 
generale tante volle quante parli deve 
aver ac. Numerati i punti di divisione di 
nO a partire da a, e quelli di questa ultima a partire da e, si piante- 
ranno dei picchetti ft, c, d sulla direzione di ac con gli allineamenti 
i.S, 3.3. 4.4 dei picchetti, che portano il medesimo numero, e le parti 
ab, bc, cd, de, che ne resultano, saranno della stessa lungliczza. 
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collo stesso numero sono sulla parabola richiesta. Questo me- 
todo di costruzione è fondato sopra la proprietà della parabola 
di avere la parte esterna del diametro intercetta fra il vertice e 
una secante media proporzionale fra le due ascisse (§ 131. 
notai), che non abbiamo dimostrata, perchè un poco supe- 
riore all' elementarità di queste Lezioni. ’ 

143. I metodi esposti possono esser applicati con più o 
meno convenienza ai diversi casi in cui le arti fìsiche, 1’ Archi- 
tettura e la Geodesia debbono costruire la parabola. Nelle co- 
struzioni delle strade e dei canali all' angolo formato da due 
andamenti rettilinei, onde il cambiar direzione non riesca ma- 
lagevole e pericoloso alle vetture ed ai battelli, si sostituisce 
ordinariamente una curva, alla di cui costruzione sono unica- 
mente applicabili i metodi delle tangenti e delle secanti. La 
regolarità della risvolta richiede che la curva di unione sia tan- 
gente ad ambedue i lati dell’angolo. Quando i punti di contatto 

1 Alla noia l però del (§ 131) ne abbiamo data la dimostrazione, e 
qui vediamo come questa proprietà si applichi al metodo esposto delle 
secanti. Da un punto b qualunque fra i determinati (fig. 99) condotta 
al diametro TP l'ordinata bp, dai triangoli simili Spò, SPro, e da Opò, 
OPM avremo 

MP \ pb • • SP ' S;> 

MP ; pb \\ OP; O p, 
che moltiplicate insieme daranno 

NpVI’.SPX OP; Sp x Op\ ;{AP + AS)(AP - AO*(A/> + AS)(AO — A/»). 
Ma 3ip ! ! pò* ; ; AP ; Ap, e AO=AS. Dunque sostituendo c svilup- 
pando avremo 

ap ; Ap : : (ap — as’) : as* — Ip) 

d'onde AP (AS — Ap)* = Ap (AP — AS) 

da cui finalmente avremo AS* = AP . Ap. Dunque verificandosi che la 
parte esteriore AS è media proporzionale fra le ascisse, il punto b è ne- 
cessariamente sulla parabola, come lo saranno gli altri, polendosi per 
essi dimostrare altrettanto. 
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sono ugualmente distanti dal vertice, si impiega spesso un arco 
di circolo ; ma quando il circolo non fosse facile a descriversi 
sul terreno per la grandezza del raggio, o quando la posizione 
topografica degli oggetti circostanti all' angolo non pennellesse 
che i contatti della curva si trovassero alla stessa distanza dal 
vertice, si può impiegare un arco di parabola di preferenza 
alle altre curve, sia per la uniformità della sua curvatura, sia 
per la facilità di tracciarlo per allineamenti. 
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Compassi / tombolici . — Misura detta parabola. — Parabnloitle — 
Misura del Paraboloide. 

CompiiMl pnritiioiioi. — 1 H. Alla costruzione della pa- 
rabola si può procedere meccanicamente, cioè impiegando degli 
stromenli o meccanismi, i quali eseguiscano i metodi c le re- 
gole insegnate a seconda delle proprietà dimostrate. Questi stro- 
menli si chiamano compassi parabolici. Noi ci limiteremo a dare 

una semplice idea del loro 
principale organismo, rila- 
sciando allo studio degli 
artisti T immaginare c co- 
struire dei veri e propri 
stromenli. 

Si supponga una verga 
o asse rigido AX Ifg. 100} 
che sostenga in una estre- 
mità un pernio fisso A. Il 
lato PR di una squadra RPI) 
porti un pernio R da fis- 
sarsi su di esso con una 
Kig. ttw vite di pressione t> ad una 

distanza a piacimento dal vertice P, e possa scorrere lungo 
l'asse AX per mezzo di un meccanismo qualunque, per esem- 
pio facendo girare la vite intagliala sull’asse AX ad incastro 
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«leni ro il lato medesimo, e l' altro lato l’I) abbia un canale rei* 
tilinco. Nei lati MC, MB di una seconda squadra BMC sieno pure 
praticati due canali, e nel vertice P dell'angolo retto sia fissato un 
pernio M Infine nei canali MC,* MB. scorrano i perni R. A. ed 
il pernio M scorra nel canale del lato PD della squadra RPI). Ora 
facilmente si comprende che fissando il pernio R ad una distanza 
da P uguale al parametro, e movendo la squadra RPI) lungo 
f asse AX, poiché i lati MC, MB della squadra BMC non possono 
allontanarsi dai perni A, R, il pernio M sarà obbligato a per- 
correre il canale PL), c se porta un lapis segnerà con continuità 
la parabola avente il vertice nel pernio A. Infatti in qualunque 
posizione si trovi il pernio M, siccome gli angoli delle squadre 
sono invariabili, si verificherà sempre la nota proprietà della 
parabola (§§ 112. 114) 

ap : mp :: mp : pr : 



e cosi lo si romenlo ese- 
guirà la prima regola del 
metodo delle ordinate 
(§ 138 ). 

1 45 Supponiamo in- 
vece due verghe NQ, AK 
(/»</. 101) unite a squadra 
in A, lungo le quali possano 
scorrere, respettivamentc i 
lati SP, L)G delle squadre 
SPM, OpC, aventi i perni 
P, D nei loro angoli ; ed 
una terza squadra CDB 
imperniata col vertice in 
I), che abbia il lato CD 


capace di scorrere sul pernio P, ed il lato DB sopra un pernio 


R da fissarsi con una vite di pressione v sull'asse QN ad una 
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disianza All uguale al parametro. Con questa disposizione se 
si muove il lato DC della squadra GDO lungo la verga A E con 
un meccanismo analogo a quello del compasso precedente, l’al- 
tro lato DO si moverà parallelamente all asse NQ, ed il lato 
MP della squadra MPS, trasportata per l' intermediario della 
squadra BDC lungo NQ, si moverà parallelamente alla verga 
AE, e perciò un lapis M indiato nei canali praticali nei lati DO 
e PM essendo animato nello stesso tempo dai due movimenti 
delle squadre SPM. GDO, acquisterà un movimento resultante 
unico, e descriverà continuamente una parabola MA avente il 
vertice in A. Anco in tal caso poiché AD = MP, si avrà sempre 
f 12, 114) 

ap : mp mp ; ah, 

e quindi meccanicamente riprodotta la regola del (§ 138). 

1 46. La proprietà della parabola di avere ogni suo punto 

ugualmente distante dal 
fuoco e dalla direttrice 
(§ 116) ha suggerito 
l’ idea dei più semplici 
stromenti che possano 
costruir la curva. Si di- 
sponga una squadra NSP 
( pg . 102) in modo che 
un lato SN possa scor- 
rere lungo una riga fissa 
DB ; dipoi si fissi il capo 
di un filo lungo precisa- 
mente quanto il latoSP ad un chiodo F, e I altro capo all estre- 
mità P dello stesso lato della squadra. Se con un lapis M si 
tiene teso il filo e si percorre il lato SP senza distaccarsene, 
mentre il lato SN si muove lungo la riga DR, segneremo una 
parabola che avrà il chiodo F per fuoco, e la direttrice rappre- 
sentata dalla riga DR ; ed è evidente che essendo il (ilo FMP 


I 
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uguale in lunghezza al lato SP. la porzione FM dell'uno è uguale 
alla porzione MS dell’ altro, e perciò il punto M si trova ad egual 
distanza dal fuoco, e dalla direttrice (§ 116). Di qui si vede il 
perchè la retta DR, che dirige il moto della squadra, ha rice- 
vuto il nome di direttrice 

147. Dietro il medesimo principio (§ 116) si può disporre 
un parallelogrammo FBRC (fig 103) coi lati FB, BR, e CR, FC 

uguali due a due. ed articolali 
negli angoli in modo che l' an- 
golo F sia posto in un pernio 
da fissarsi, per faezzo di una 
vile di pressione e, ad una di- 
stanza da una verga DD' rap- 
presentante la direltrice.uguale 
alla metàdel parametro (§11 5); 
e l’angolo opposto R sia imper- 
niato nell'angolo di una squa- 
dra SRQ capace di scorrere col 
lato SR nella verga DD'. Ma 
se una riga BN è imperniata per una sua estremità nell an- 
golo B del parallelogrammo, ed il pernio C dell angolo oppo 
sto scorre nel canale della riga, per ogni punto R della diret- 
trice la riga BN si disporrà secondo la posizione corrispondente 
della tangente alla curva (§ 119), di cui il punto di contatto si 
troverà sulla perpendicolare condotta alla direttrice dal punto R, 
ossia sul lato RQ della squadra SRQ (§ 139). Dunque movendo, 
per esempio, col solito meccanismo, la squadra SRQ lungo la 
verga DD', un lapis M obbligato a scorrere simultaneamente nei 
canali della riga BN e del lato RQ descriverà con moto continuo 
la parabola, che ha per fuoco il pernio F e per direttrice la 
verga Diy. 

148 Quando sia dato I asse, il vertice A ed un punto M 
della parabola, si può disporre il seguente apparecchio. Si sup- 

u 
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ponga un telaio XYZU (/ Ig . 104), nel quale giri una vite VW |h>i - 
pcndicolare al lato ZU. Una riga MQ sia nocellata in un punto M 
da fissarsi ad una distanza qualunque MP dall'asse o dalla vite 
VW, ed un pernio O scorrendo nel canale della riga MQ pel gi- 
rare della vite trasporti lungo AP un triangolo ORS, di cui al 
lato SO possa darsi là stessa inclinazione sull' asse della corda 
MA condotta dal punto dato M al vertice A. In fine il lato RC 

0 


Pig 104 

di una squadra BCD guidato da due anelli a, ’d, sia trascinalo 
lungo il lato UZ dal lato inclinato SO mediante un pernio ò da 
fissarsi ad una distanza bC dall' angolo C uguale a MP. Ma se 
pel girare della vite VW il pernio O si muove verso A, il lato SO 
del triangolo ORS obbliga il pernio b ad avanzarsi verso M, e 
quindi il lato CD si move parallelamente all’ asse. Dunque posto 
il pernio M sul punto dato, e fatto coincidere l'asse dello stru- 
mento coll' asse dato, e collocato il pernio b distante da C quanto 
il pernio M è distartte da P, e fissato il lato SO parallelamente 
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alfa corda AM, un lapis m obbligato a scorrer insieme nei canali 
del regolo MQ e del lato CD descriverà una linea continua, che 
è la parabola richiesta. Infatti in qualunque posizione del la- 
pis m i triangoli MPA, 6PO si manterranno simili, e daranno 

mp : mò :: ap : ao 

e siccome abbassando da m la ordinala mp si ha 
M 6 = CP = mp 

perciò sarà MP \mp\\ AP ; AO ; 

cioè rimane verificata una delle pfoprielà della parabola ({5 1 17, 
e nota I) e l’apparecchio da me immaginato traccia la curva 
rigorosamente in modo continuo, ed eseguisce una operazione 
analoga al metodo delle corde {§ 140). 

Misura della parabola — 1 49 . La misura lineare della 
lunghezza totale di una parabola non può ottenersi giammai, 
poiché per l' indole di questa curva è impossibile determinarne 
le estremità (§100). Quanto alla misura di un arco parabolico 
finito, quale appunto si ricerca nel concreto dei casi (§ 132), 
essa si ottiene soltanto per approssimazione. A tal fine potranno 
applicarsi i processi che abbiamo precedentemente esposti per 
la misura delle curve in generale a seconda del grado di ap- 
prossimazione richiesto dall' importanza della operazione (§§ 09 
al 76). 

150. La misura poi 0 la quadratura della superficie della 
parabola, cioè di una superficie piana terminata da una por- 
zione di parabola, si può ottenere esatta con tutto il rigore ma- 
tematico. La parabola, è la sola fra le sezioni coniche che la 
Geometria abbia potuto ridurre in forma di quadrato, ed Archi- 
mede è stato il primo che ne abbia data la dimostrazione. 1 
Mentre a tale ricerca la pratica può giungere applicando con- 


1 Aiiciu.ii£DF.s, De quadratura ParuMcs. 
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venientemente qualcuno dei metodi generali di quadratura al- 
trove insegnati ^§§ 77 a 89), troverà più facilità e conseguirà 
l’assoluta esattezza adoprando la regola particolare stabilita dal 
rigor geometrico, che andiamo ad esporre. Prima mostriamo la 
proprietà fondamentale, di cui gode la parabola rispetto alle su- 
perficie. 

151. Per fissare le idee si prendano sulla curva tre punti 
in, in', M [pg. 105), e da questi si conducano le tangenti mt, 
m'i', MT ed i raggi vettori Fm, Fm', FM, prolungandoli fino a 

che non incontrino le tangenti nei 
pùnti t, ( T : dai medesimi punti si 
abbassino sulla direttrice DII le per- 
pendicolari tur, mV, MR, e si com- 
piano i parallelogrammi mrst, mV*Y . 
MRST. Ciò posto, poiché MT prolun- 
gata scende perpendicolare sopra FR, 
e la divide nel punto di incontro 0 
in due parti uguali OR, OF (§119). 
il triangolo TFM ed il parallelogram- 
mo MRST hanno oltre la base co- 
mune MT, uguali anco le loro altez- 
ze FO, OR, e per ugual dimostra- 
zione si troverebbe che il triangolo t'Fm' ed il parallelogrammo 
mVsV hanno la base comune m'i e la altezza uguale, e che il 
triangolo /Fm ha la medesima base mt e la stessa altezza del 
parallelogrammo mrst ; ma la geometria elementare insegna 
che ciascuna delle aree dei triangoli /Fm, /'Fm', TFM è respct- 
tivamenle uguale alla metà di ciascuna delle aree dei parallelo- 
grammi mrst, mW/', MRST ; Dunque la somma delle aree dei 
triangoli è uguale alla metà della somma delle aree dei parallelo- 
grammi. Ed è evidente che questa relazione dovrà sempre ve- 
rificarsi estendendo anco all’ infinito il numero ilei punti presi 
sulla curva, e qualunque sia la loro distanza. 
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Ora la somma- dei triangoli si compone del settore 
AFMm'm più la somma dei triangoli mistilinei inmlt, m'MT ec. 
e la somma dei parallelogrammi non c che la somma della 
area Amm'MRn e dei triangoli nrs, nW, NRS ec., dimi- 
nuita delle somme dei triangoli mtn'i, m'MT ec., e dei trapezi 
mt'n'r, m'TNV ec.; ma mentre le superficie del settore AFMm'm. 
e dello spazio Amm'MRn sono costanti ; le somme dei 
mmY, m'MT, ec., e nrs, nW, NRS ec., e dei trapezi 
m'TNV, ec. sono variabili, e col crescere il numero dei punii 
m, m', ec. all’ infinito possono divenire più piccole di qualunque 
quantità assegnabile, e perciò trascurabili senza errore ; dunque 
la relazione trovata fra le somme delle aree dei triangoli e dei 
parallelogrammi esiste con tutto il rigore matematico anco fra 
le superficie del settore AFMm'm, e dello spazio Amm'MRn; cioè 
l'area del sellore parabolico AFMA è uguale alla metà dell’area 
esterna AMRnA intercetta fra la direttrice e i arco del settore. ' 



1 Se S indica lo spazio AMRnA. ed a il settore, chiamando a la somma 
ilei triangoli mistilinei, g la somma dei triangoli esterni alla direttrice 
e r la somma dei trapezi, s 4- a rappresenterà la somma dei triangoli, 
ed S -t- £ — (* -4- r) la somma dei parallelogrammi, e quindi dovrà aversi 
sempre la relazione 

(t) i + « = is + | -g — (» -t- r)) 


questa relazione dovendo verificarsi, come abbiamo dello, per qualsi- 
voglia numero di punti e per qualunque loro distanza, le quantità co- 
stanti », S sono i limili delle quantità variabili a, ?,r, e perciò deve es- 
sere s = ^ S; che se ciò non Tosse, si supponga che sia » = ^ S + c, ove 

e è una quantità necessariamente costante, allora paragonandola colla 
(I) avremo 

i ($ — (a ri) — a = ± C, 

ma *,£, v essendo quantità variabili, e c costante, questa equazione c 
contraria all’ i|>olesi, dunque è necessariamente * = ^ S. 
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152. l'oste le stesse cose, dui punto M (fig. 100) si conduca 
al vertice A la corda MA, sull’asse l'ordinata MP, e dal vertice 
A si tiri AS parallela alla direttrice fino all’incontro in S della 
perpendicolare MR. Poiché DR = AS=r PM, e AD=j AF (§ 115), 
il rettangolo DRSA ed il triangolo AMF hanno la base e l’al- 
tezza uguali, e perciò la superficie del primo è doppia della su- 
perficie del secondo : ma lo spazio 
ANMIU) è doppio del settore AFMN 
(§1 51); Dunque se dallo spazio ANMRI) 
si toglie il rettangolo ASRD, lo spazio 
ANMS sarà pure il doppio dell' area 
del segmento AMN, che resterebbe 
Fig *06 togliendo il triangolo AMF dal settore 

AFMN. Adesso il segmento APMN è la differenza del rettangolo 
APMS e dello spazio ANMS; cioè APMN = APMS — ANMS : ma 
lo spazio ANMS essendo doppio del settore ANM, e poiché i trian- 
goli APM, AMS sono uguali, deve essere la terza parte dell'area 
dell’intero rettangolo APMS; Dunque avremo il segmento 

APMN APMS - - APMS = ? APMS ; 

3 3 

cioè l'area del segmento APMN è due terzi del rettangolo cir- 
coscritto APMS : perciò si misura i area del segmento parabolico 
cmnpi'eso tra l asse e la semicorda prendendo il terzo del doppio 
jìTodotlo dei numeri che rappresentano la loro misura. 

Se finalmente si ripete l'operazione sulla parte opposta della 
parabola, il segmento APim» sarà pure i due terzi del rettan- 
golo APms, ed in conseguenza l’intero segmento MA ni sarà i 
due terzi dell’ intero rettangolo MSsm Dunque il segmento para- 
bolico formato da un arco e da una corda perpendicolare all’ asse 
si misura prendendo il terzo del doppio prodotto dei numeri che 
rappresentano le misure della saetta e della corda. 

Per esempio : il segmento da riquadrare abbia una corda 
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di nielli 8,4 ed una saetta di metri 3,26 ; avremo per prodotto 
27'", 384 e raddoppiando 54 m ,768, ed infine dividendo per 3 si 
avrà per quoziente 18™, 256 quadrali, che sarà la quadratura del 
segmento. 

153. Per avere la misura di un segmento MNAm insistente 
-sopra una corda qualunque Mm (fìg. 107\ abbassate dalle estre- 
mità M,m della corda le perpendicolari MP,m/> sull'asse, si calcola 
la superficie del segmento ANMP secondo la regola precedente, 
e se ne sottrae quella del triangolo OMP, poi si calcola la super- 
ficie del segmento Anmp, e si somma con quella del triangolo 
Omp: finalmente aggiunti insieme i due numeri chesi ottengono 

da questa addizione e da quella sot- 
trazione, avremo una somma, che 
esprime la superficie del segmento 
MNAm. 

154. In alcuni casi la quadratura 
del segmento MNAm si può avere 
per mezzo di un calcolo più sempli- 
ce. Sulla metà della corda Mm 
[fig 107) condotto il diametro aB 
e determinalo l'asse principale AP 
(§ 130), dalle estremità M.m si con- 
ducano le tangenti MV, mV, le quali 
concorreranno sul diametro nel punto V (§ 131), ed incontre- 
ranno l' asse principale nei punti Te/. Dalle cose esposte fin 
qui abbiamo il segmento (§ 153) 

MNAm = ^ (APMS -+- A pms ) — (OMP — O mp) ; 

e siccome AT = AP, At= A p (§ 131 nota 1), la Geometria ci 

insegna che i rettangoli APMS, A pms sono uguali respettiva- 
mente ai triangoli MTP, mlp, onde delta misura diviene 

MNAm = * (MTP -f- mlp) — (OMP — 0 mp). 
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di più essendo il triangolo MTP — MTO -+- OMP ed il triangolo 
mlp — mi 0 — 0 mp si ottiene il segmento 

MNAm — ■ (MTO -+- m/0)— ^ (OMP — 0 mp), 
ma è la somma dei triangoli 

MTO -+- mlO MVm 4- TU. 
dunque sostituendo avremo 

(1 ) MNAm = | MVm -+- * TU — - (OMP - O mp). 

Ora osservando che 

T/ = AT — A/ — AP — A p — Vp PO -f- 0 p 

BP — MP - MB = MP - mp - BP — MP ~ 
avremo la superficie del triangolo 

TU = ! T / X PP = \ (PO - 0 p) (MP - mp) ; 

ossia eseguendo la moltiplicazione, 

jy t _ PO MP 0 p . MP PO . mp O p . mp 

’ 4 1 4 4 ~ 4 

I triangoli però OMP, 0 mp hanno per misura 
PO MP OP . mp 
2 ’ 2 ’ 

e danno la proporzione 

mp : mp : : po : op, 

da cui si rileva che Op . MP = PO . mp. 

Onde sarà 

TV/ = ^ (OMP — Omp), e quindi * TV/ = ^ (OMP — 0 mp). 

Dunque sostituendo nella espressione (1) avremo il segmento 
MNAm = * MVm : 
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Cioè la superficie del segmento parabolico insistente sopra una 
corda qualunque equivale a due tersi del triangolo formato dalla 
corda c dalle tangenti condotte all'estremità deli arco; e conseguen- 
temente lo spazio compreso doli arco e dalle tangenti è un terso 
del medesimo triangolo. E finalmente conducendo al vertice a 
del diametro le corde Ma, ma. poiché AF è uguale ad aV 
(§131 e nota 1), il triangolo MVm, che ha la stessa base del 
triangolo Mam, avrà 1’ altezza doppia, onde il triangolo MVm è 
doppio del triangolo Mam. Dunque si avrà ancora la misura 
del segmento MN Am quadruplicando il terzo del triangolo in- 
scritto Mam 1 

155. È chiaro che per misurare lo spazio parabolico MNnm 
(fig. 1 07) compreso fra due corde parallele Mro, Nn, si calcole- 
ranno le superficie dei segmenti MNAm, NaAn con uno dei me- 
todi indicati (§ 1 54), e si toglierà il minore dal maggiore ; il re- 
sto indicherà la quadratura della superficie MNnm richiesta. 

Paraboloide — 156. Si supponga che la parabola girando 
intorno al suo asse principale generi una superficie di rivolu- 

1 Questa ultima proposizione esprime il caso generale della misura 
di un segmento parabolico qualunque; cosi il parallelogrammo MM'm’m 
doppio del triangolo Mam si cangia in un rettangolo quando il dia- 
metro divida simmetricamente la curva, cioè divenga l'asse principale 
(§ 152). Il calcolo integrale poi dimostra a priori ciò che noi abbiamo sta- 
bilito come semplice corollario. Infatti, chiamando 9 l'angolo che fanno le 
coordinate, ed * il segmento compreso fra l’ordinala e l'ascissa, avremmo 
ds = sei), y dx ; ma dall' equazione riferita ai diametri si ha y — v'f’x, 
ove p è terza proporzionale costante fra x ed y : dunque sostituendo 
ed integrando avremo 

s — sen* I v' p'x . dx = sen 9 . yx 

5 

e facendo y = MP , cr — oP , sarà * seii 9 . MP'.aP ; ma MB =; sens. MP’ 

j 

dunque a = MNaP’ = -MB.aP', e siccome MP'^Fm, avremo il seg- 

5 2 j 

mento MnAm = - (MB -t- mb)oP' — - MM m'm; ossia MnAm — - M am. 
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zione (§ 13). Questa superficie, che per la natura della gene- 
ratrice non è chiusa nè è limitata (§ 100), si chiama paraboloide 
di rivoluzione. La paraboloide si può costruire sul tornio col 
mezzo di una sagoma formata da una mezza parabola, l' asse 
della quale coincida con quello del tornio. Ogni sezione che na- 
sce dal tagliare la superficie paraboloidica con un piano per- 
pendicolare all’ asse di rotazione è un circolo. Tutti i piani che 
passano peli’ asse, cioè i piarvi meridiani, producono altrettante 
parabole uguali alla generatrice, che hanno tutte il medesimo 
fuoco. Ogni altro piano obliquo all asse taglia la paraboloide 
secondo una ellisse, o una parabola differente dalle precedenti. 
La porzione di paraboloide terminata da un circolo si dice cal- 
lotta. o segmento paraboloidico. 

157. 1 migliori apparecchi che vengono impiegati negli usi 
della vita per concentrare in generale i raggi paralleli della 
luce, del calore e del suono, o emanati da un punto per reflet- 
terli in un fascio fra loro paralleli, sono formati di una callotta 
di paraboloide. Imperocché per le proprietà che ha la normale 
della parabola di dividere per metà l' angolo formato dal raggio 
vettore e dal diametro, condotti ad un medesimo punto della 
curva (§ 126) i corpi elastici, come i raggi lucidi, calorifici e 
sonori, lanciati nella concavità secondo le direzioni parallele al- 
l' asse, devono riflettersi secondo i raggi vettori delle diverse 
parabole generatrici che incontrano, e passare tutti pel fuoco 
comune, e viceversa; quelli poi lanciati sulla convessità secondo 
la direzione dei raggi vettori devono riflettersi in un fascio pa- 
ralleli all’asse. I reflettori si costruiscono piegando una lastra 
metallica col mezzo di un paraboloide di legno duro fatto sul 
tornio, o con una sagoma che sia un segmento di parabola, e 
procurando che la superficie refletlente sia ben pulita e le- 
vigata. 

158. I reverberi dei lampioni destinati ad illuminare i cor- 
ridori, le gallerie strette e le strade sono formali di una callotta 
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di paraboloide coir asse pressoché orizzontale. Un foro o un ta- 
glio praticato nella parte superiore dà il passaggio al cilindro 
di vetro o al fumo della fiaccola situata nel fuoco della para (xi- 
loide. Si intende bene che i raggi lanciati dalla fiaccola sulla 
concavità del reverbero sono reflessi paralleli tra loro in un 
fascio senza alcuna perdita di luce. Bisogna avvertire di dare 
a[ diametro del lembo circolare la maggior grandezza possibile, 
o di inclinare l' asse della paraboloide in modo, che la sua dire- 
zione vada ad incontrare il suolo nella metà in circa della di- 
stanza che separa due reverberi : e siccome si può immaginare 
più paraboloidi col fuoco comune, cosi una sola liaccola jiostn 
nel fuoco di più reverberi può illuminare insieme due, tre e 
quattro direzioni. 

150. I fari elevati all’ingresso dei porti, all' imboccatura dei 
liumi, sulle coste del mare, e nei luoghi pericolosi per avvertirò 
da lontano i naviganti della loro situazione hanno dei reflettori 
paraboloidici. I raggi emanati da una fiaccola posta nel fuoco 
del reverbero vengono perciò reflessi paralleli fra loro, for- 
mando un cilindro di luce, la quale sarà unicamente veduta da 
coloro che anco a lontana distanza traversano il fascio luminoso. 
Ma i reflettori del faro girano ordinariamente intorno ad un asse 
verticale, ed alcune volle la luce si fa passare attraverso dei 
cristalli colorati ; onde vengono illuminati successivamente ed 
in modo diverso tutti i punti dell'orizzonte. 1 naviganti dai 
colori, e dalla durata delle apparizioni e dalla assenza della luce 
distinguono i fari dai fuochi accidentalmente accesi sulle coste, 
e i diversi fari di una medesima costa. 1 

1 Oggidì nei fari ben ordinali la difficoltà di costruire grandi spec- 
chi metallici e di mantenere pulita, e preservala dalle ossidazioni la 
sua superfìcie ha fatto preferire gli apparecchi diottrici al sistema di 
reffessione. I raggi lucidi emanali dalla fiaccola si refrangono attra- 
verso di lenti colorate e girevoli intorno ad un asse verticale, formando 
cosi il fascio di luce che deve successivamente illuminare tutti i punti 
dell'orizzonte. 
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1 60. 1 portavoce, le trombe stentoree o parlanti, sono co- 
struiti sullo stesso principio tisico della parabola. Questi appa- 
recchi sono fatti in modo che il fuoco della superfìcie paraboloi- 
dica coincide col punto ove viene applicata la bocca, o dove si 
riunisce la voce di chi parla, < onde i suoni reflessi parallela- 
mente all' asse senza disperdersi possono esser intesi a grandi 
distanze dalle persone verso le quali si dirigono. Gli uftiziali di 
marina usano di tali stromenti per fare intendere i loro co- 
mandi in mezzo al fischio dei venti, al romor delle vele, ed al 
muggito del mare. 

1(51. Il cornetto acustico serve in modo opposto a compen- 
sine lo indebolimento dell' udito. I suoni della parola diretti 
nella parte interna di un paraboloide troncato nel fuoco impri- 
mono alle particelle dell’ aria contenuta nel cornetto dei mo- 
vimenti presso a poco paralleli all'asse; e quelli che colpiscono 
le pareti essendo reflessi nel fuoco, saranno percepiti senza di- 
spersione da un orecchio in esso applicato. 

162. Collocate due paraboloidi metalliche coll asse nella stessa 
direzione e rivolle per le loro concavità, se una sorgente di ca- 
lore si pone nel fuoco di una, i raggi refletlendosi parallela- 
mente all’ asse onderanno a reflettersi e concentrarsi nel fuoco 
dell’ altra, e riscalderanno c bruceranno un corpo combustibile 
ivi posto. Quando i raggi solari si ricevono nella concavilà di 
uno specchio paraboloidico, di cui 1 asse si diriga verso il gran- 

1 Affinchè non vi sia alcuna divergenza fra le direzioni dei movimenti 
che la voce imprime alle particelle dell’ aria, si procura di far precede- 
re alla paraboloide una ellissoide in modo che uno dei fuochi sia comune 
achambedue, e l’ altro sia il punto ove si applica la bocca. Allora è chiaro 
che tutti i suoni rellessi dalla parete concava dell'ellissoide andranno 
a passare pel fuoco comune, e si incroceranno per andare quindi a 
refletlersi sulla paraboloide colla legge esposta. Impiegando unicamente 
la paraboloide, quelli fra i suoni che non colpissero la sua superfìce si 
allontanerebbero dalla direzione parallela all’ asse, e onderebbero inte- 
ramente perduti. 
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d'astro, si concentra nel suo fuoco una tal quantità di calore da 
infiammare corpi combustibili, e perfino da volatilizzare me- 
talli. Ed ecco le ragioni per cui i reflettori destinati in ge- 
nerale a concentrare il calore si chiamano specchi ustori i. 
Conciossiacbè si comprende come sia probabile che nell' as- 
sedio di Siracusa fatto dal console Marcello, secondo ci nar- 
ra la storia, Archimede abbruciasse per mezzo di specchi 
uslorii le navi nemiche dei Romani. A mio avviso il fatto 
può spiegarsi colla combinazione di specchi paraboloidici. Si 
supponga uno specchio concavo AllCD [fig. 108), troncalo in 
UC, e col fuoco F che coincida con quello di uno specchio con- 
vesso ahed, e gli assi di questi specchi facciano un angolo 

qualunque. È chiaro che 
tutti i raggi solari rice- 
vuti nella concavità del 
primo specchio refletten- 
dosi nel fuoco F, si con- 
centrano; nella porzione 
bc della superfìcie del 
secondo specchio che in- 
contrano ; ma di nuovo 
debbono riflettersi paral- 
leli all'asse dello specchio 
convesso (§ 157); dunque il fascio bcef dei raggi concentrati 
abbrucerà i corpi che si trovano sulla sua direzione. Se infine 
gli specchi erano combinati in modo da render variabile V an- 
golo formato dagli assi mentre il fuoco rimaneva comune, Ar- 
chimede col primo specchio avrà potuto seguire il movimento 
del sole, ed avrà continuamente diretto il fascio reflesso dal- 
l'altro sulle navi nemiche. 

Minar» dell» paraboloide. — 103. Sia da misurarsi la 
superficie curva di una callotta {li paraboloide terminata da 
un circolo perpendicolare all asse. Determinata la parabola go- 
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neratrice MAtn [fig. 109) chiusa dalla corda Hm rappresen- 
tante il diametro del circolo che termina la paraboloide, e con- 
dotto l’asse AN e trovato il fuoco F (§ 130), si riporti la di- 
stanza AF due volte da P in N. PN divenendo uguale alla 
metà del parametro sarà sunnormale, e 
la retta MN condotta per M ed N nor- 
male al punto M (§ 122). La stessa AF 
poi si riporti tre volte da M in O. e si 
conduca ON, e quindi prendendo Mn 
uguale a MN, da n si tiri «Q parallela 
ad ON fino che incontra in Q il pro- 
lungamento di MN. In fine i triangoli 
simili ONM, nQM daranno 

mo : Mn :: mn : mq 

ossia 3AF : MN :: MN : MQ. 

Ciò posto, chiamando ir il rapporto della circonferenza al dia- 
metro, la misura della superficie curva della callotta si espri- 
me con 



Fig. 109. 


1 — t 

ir . MN MQ - 8 3 ir AF ; 

cioè si ottiene cercando la misura della superficie curva di un 
cilindro, che ha per diametro la noimale MN e per altezza una 
MQ terza proporzionale dopo la normale, e dopo il triplo della 
distanza dal fuoco al vertice, e quindi sottraendo otto volte il 
terzo della misura dell' area di un cerchio che ha la medesima 
distanza per raggio. 1 


1 Questa regola è dedotta da una formula, clic soltanto col calcolo 
integrale possiamo con facilità dimostrare. Se nella formula generale 

S — li I i/ \Zda-' -t- dy\ 

che esprime la superficie dei solidi di rivoluzione, si introduce il va- 
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164. Per misurare finalmente il volume di una callotta di 
paraboloide terminata da un cerchio, e di cui la superficie MAm 
rappresenti una sezione generatrice {fig. 109). Si calcola il vo- 
lume di un cilindro retto, che abbia per base un circolo di raggio 
uguale alla ascissa o alla saetta AP della parabola generatrice, e 
per altezza il doppio della distanza AF dal fuoco al vertice. 
Ovvero, quando non si voglia ricorrere alla determinazione del 
fuoco F, si calcola il volume di un cilindro, che abbia per base 
il circolo del raggio PM , e per altezza la metà deli ascissa ó 
della saetta AP. 1 


lore di dx doto dall'equazione della curva, avremo |>er la superficie 
del paraboloide 

Faceudo y* -+- £ = s’, sarà ydy = zdz, e sostituendo, S = -j f ** dt 


e quindi 
dunque 


l ^ y \ 

S = s s C. Ma fatto y = o abbiamo C = — — , 


3 P 


a 4* . np* . i s’ 8 itp* 

S=— i —, ossia S =rixs . — 


3 P 


3 P 


16 


Ora osservando che = PN, y= PM fig. (109), il triangolo rettangolo MPN 

darà MN = MP PN = = s* ossia MN = s. Inoltre è ^ AF, 

» 4 4 

I lercio S = n MN. — — - n AF ; ma siccome 3 AF * MN MN * • 

3AF 3 • 3AF 

MN* 8 — * 

abbiamo = MQ : dunque sarà S = n MN. MQ * AF . 

3AF 3 

1 Qui pure il calcolo integrale ha suggerita la regola. Infatti : il 
volume V dei solidi di rivoluzione esprimendosi generalmente con 
/ • 

V = n I y*dx, e nella parabola essendo y* = per, avremo per la so- 
%/ 

lidità del paraboloide S — k j y'dx = E . * **; ovvero, sostituendo 
y' a px.\ — - . ity’ ; ma F = 1AF {fig. 109) x — AP ed y — MP. 

.. ] AP — | 

Dum|ue V = ?AF X * AP > ovvero V = — X * MP . 
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Proprietà geometriche della Ellisse. — Applicazioni ed esempi . — 
Tangenti e Normali. 



Proprietà geometriche dell’eliUae. — \ 65. Nella el- 
lisse AB ab (§ 101) la porzione Aa(fg 110) dell' asse intercetta 
dalla curva si chiama asse maggiore , piimo o trasverso. Il punto 

di mezzo C e le estremità A. a 
dell’asse maggiore si dicono incen- 
tro ed i vertici (§§ 99, 101) del- 
la ellisse. La perpendicolare poi, 
o la doppia ordinata rettangola 
B6 (§ 61) condotta dal centro C 
dell’ asse maggiore, si chiama as- 
se minore, secondo o coniugato. 
166 Se si fa centro in una 
delle estremità B ( pg . 110) dell’asse minore, c con un raggio 
uguale alla metà AC dell'asse maggiore A a si descrive un arco 
di cerchio, esso taglia l’asse in due punti f, F, che si dicono i fuo- 
chi della ellisse E siccome BC è perpendicolare ad Aa, la por- 
zione /F dell’ asse maggiore rimane divisa dal centro C in due 
parti uguali Cf, CF, ciascuna delle quali si chiama eccentricità 
Le rette poi /TU. FM, che dai fuochi f, F vanno ad un punto qua- 
lunque M della curva, si chiamano raggi vettori (§ 70, notti 2) 
167. Ora, condotta per l’asse VC d’un cono (pg 111) o 
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per I .asse cC di un cilindro (fig. 112), un piano perpendicolare 
al piano della ellisse AMmam'W (§§ 99, 101, 102). si facciano 
due sezioni circolari DMBM', dmbm', che taglino la ellisse. Ana- 
logamente a quanto abbiamo considerato in proposito per la 
parabola, le linee di intersezione MM', 
min' sono contemporaneamente corde, 
ossia doppie ordinale rettangole dei 
circoli e della ellisse (§ 112) si nel 
cono che nel cilindrosper cui dalla geo- 
metria elementare avremo 

MP* — M'P* = DP y v PB, 

* — 3 

mp = m'p = il/> X /ih, 
dalle quali stabiliremo 

(i ) mp 4 :'mp* : : dp x pb : dpx P i, 

Ma i triangoli simili DPa, dpa, danno DP : dp :: «P ; ap, e gli 
altri pur simili APB. Apb danno PB : pb ” PA ; p.\, c quindi 
da queste due proporzioni si rileva 

dp x pb : dp x pb : : (l p x pa : < ip x p\ ; 

Dunque dalla proporzione (1) avremo 
(2) MP* : mp* flp X PA : Hp p A : 

cioè nella ellisse i quadrali delle messe curde 
parallele all asse minai e sano proporzionali ai 
prodotti delle porzioni in cui dividono l’ asse 
maggiore, o come suol dirsi, i quadrali delle or- 
dinate sono proporzionali ai rettangoli delle 
ascisse corrispondenti. 

1C8. La proporzione (2) che esprime que- 
sta proprietà dovendo verificarsi per qualunque ordinata, avre- 
mo pure [pg. 113) 

mp* : ap x pa :: c7b* : a c. x ca: 

ir. 



K.g. 112. 
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ma l’asse \Ui divide per mela l’ asse maggiore e dà C« _ CA. 

dunque (3) PM" ; «I* x l’A " CB* ; CA* 

cioè il rapporto del quadrato di una ordinata al rettangolo delle 
ascisse è. costante, ed uguaglia il rapporto del quadrato dell'asse 
minore al qmdralo deli asse maggiore 

169. La doppia ordinala RR’ =r r ( fìg . 113) clic passa per 
i fuochi, si chiama il parametro della ellisse. Per la proprietà 
che abbiamo ora, dimostrata (§ 168) avremo 

rf* : nF x fa cu* : cÀ* 

ed essendo oF = CA -f CF, FA — CA — CF 

4 

sarà nF x FA = (CA -4- CF)(CA — CF) — CÀ* - CF* 

d onde RF* : CA* — CF* : I CU* ; CÀ* ; 

ma dal triangolo rettangolo BCF, poiché RF — CA (§ 166), abbiamo 

CÀ* — RF* = CR* “T~ CF* 
e quindi CÀ — CF* — CR* 

dunque RF fcB* ;; CR* ; CÀ* 
ossia RF : CR * ; CB ICA 

e quindi raddoppiando ogni ter- 
mine RR' ; B6 \\b ; A a cioè il 
parametro nella ellisse è sempre 
terzo proporzionale dopo i asse minore e l'asse maggiore. 

170 Invertendo la proporzione (3) del (§ 168) si ottiene 

cÀ* : nPx i’a :: cr* : mp*. 

la quale decomponendo, diviene . 

CA — aP x PA ; CR* — MP* ; C.A* ; CR* ! 
ma essendo C a = C.A, CP = MQ, MP — CA) (fig. 1 1 3) abbiamo 



Fig. 113. 
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«I» X l’A = (Ca 4- Cl»)(CA - CP) — C A - MQ" 


— i 


CB -MP =(CB4-MP)(CB — MP) = 6Q x QB; 
dunque sostituendo queste nuove espressioni, avremo 


mq s : òqxqb :: c.\* 


CB 


cioè il quadralo di un ordinala sla al rettangolo dell' ascisse prese 
sull' asse minore, come il quadrato deli asse maggiore sta al qua- 
drato deli asse minore. Da questa proprietà analoga a quella 
trovata per I asse maggiore, ne consegue che: 1° • quadrati 
delle mezze corde parallele ali asse maggiore sono propoi zio- 
nali ai prodotti delle porzioni in cui dividono lasse minore, us- 
siti i quadrati delle ordinale sono pure proporzionali ai rettan- 
goli dèlie ascisse; 2° la curva è parimente divisa dall'asse mi- 
nore in due parti uguali e simmetriche (§ 1 01 ) ; 3° le oi dinate 
condotte aliasse maggiore sono inversamente proporzionali alle 
ordinate condotte ali asse minore. 

ITI Coi principii psposti siamo ora in grado di mostrare 

una delle più importanti pro- 
prietà della ellisse. Fatto cen- 
tro in C (fìg. 1 1 4), si descriva- 
no coi raggi CA e CB le circon- 
ferenze A Bai'. A'B a'h, c dai 
punti M, M’ presi sulla curva 
si conducano all asse mag- 
giore le ordinale MP, M'P' 
c le ordinate MQ, M’Q' al- 
l'asse minore, fi chiaro che 
avremo (§ 107. 170. 1°) 



Fig IH. 

MP' 


(*) -i 

I MQ 


M'P' 1 


op x pa : np’x p'a 
'TQ' 1 :: ÙQXQB : èQ'XQ B ; 
ma poiché le ordinale MP; M'P' prolungate incontrano la circon- 
ferenza maggiore nei punti m, m', c le ordinate MQ, M'Q' la- 
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gliano la minore nei punti n, r»', la geometria elementare per 
le proprietà del circolo dà respettivamenle 


»iP* ; m'P'* : I aPX P A : aP' XP'A ; nQ**n'Q* IlèQXQBlòQ’XQ'B; 

dunque col confronto delle proporzioni (4) avremo 


ossia 


j mp* : mt* : 

|Mif : m'q* : 

I mp : MP' ; 
| mq : m'q' ; 


; mP ; m'P' 

— * 

: «o :«'Q 

mP ; m'P’ 
«0 : n'Q’ ; 


cioè le ordinale della ellisse sono proporzionali alle ordinate dei 
circoli descritti coi semiassi. 

172. Se da un punto qualunque M della ellisse Al lab si 
conducono i raggi vettori /M. FM [fig . 115), e si abbassa I ordi- 
nata MP, siccome in un triangolo rettangolo il quadrato del- 
l’ ipotenusa uguaglia la somma dei quadrati dei cateti, primie- 
ramente dal triangolo rettangolo /'MP sj ottiene 

(5) fS* = MP* + : 

ora fru una delle proprietà di- 
mostrate (§ 108 (3)) avendo 

mp 4 : «p xpa :: cb* :ca*, 

si rileva il valore di 

MP S =CB* X aP X PA, 

— 3 

CA 



Fig. 115. 


che per essere _* a 

aP X PA = (CA + CP) (CA - CP) = CÀ - CP 


— i 


diviene (B) mp* = CA* - CP 4 ) = CB*- 
C A 


CA 
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Inoltre, poiché fV = /C -f- CP, abbiamo 

(7) /p*M/c + CP)*=/e* + c^ + 2X/cxcp ; 

e perciò sostituendo questi valori (6) e (7) nel valore (5) 

— a — a 

a - a — a — a flj X fi P 

avremo fH = |C 4- CB 4 - CP 4- 2/C XCP-hL^d ; 

CA 

ma dalla delinizionc dei fuochi abbiamo 

__ 9 _____ a 

/r'4 . rn — rii 1 — f » 


dunque avremo 


/C* 4- CB =ftt = CA 

» — a — t 

CB =CA — /C 


rM * = clV 8 X/CXCP + ?££ = ■ (C* +B&) 


/CXCPx* 


ossia (8) /M = C A 4-^-^- 

L* A 

In secondo luogo dal triangolo rettangolo FMP similmente si 


KM* = MP* + FP* 


ottiene (9) FM = MP + FP 

ma abbiamo FP* = (FC - CP) a = FC*+ CP*-2 XFCXCP; 

dunque sostituendo nella (9) questo valore e quello di MP 
già trovato, e procedendo in un modo analogo avremo 


— a * 


*= CA* — 2X FC XCP+!™SL =(cA — 


FCXCP\* 


(10) FM = CA — 


FCXCP 

CA 


Pertanto sommando i valori (8) e (10) dei raggi vettori fM, FM 

avremo /M + FM =2XCA-t-^i < 4 C - P _ F -^? 

CA CA 

e poiché 2 X CA— aC 4 - CA =p aA (§ 165), ed /C=FC (§ 166) 
sarà infine f M+ FM = aA ; cioè la somma dei raggi velimi condotti 
ad uno stesso punto della ellisse è sempre uguale all’ asse maggiore. 
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Appllenaionl. — 173. Fra le curve piane la ellisse: 
è la più importante e più feconda di applicazioni alle arti, 
ed è la più mirabile legge geometrica di natura fra quelle 
che regolano 1 universo. Le proprietà che abbiamo esposte 
costituiscono in sostanza i principi! fondamentali di tutta la geo- 
metria di questa curva. Con tali principii mostreremo in ap- 
presso altre utili proprietà, ed i casi speciali nei quali può 
applicarsi la ellisse: frattanto indichiamo alcuni esempi di gene- 
rale applicazione. 

174. La ellisse è la curva che meglio conviene agli archi 
e alle volte schiacciale o a sesia scemo, e a sesia rialzalo, perché 
può impiegarsi qualunque sia la corda e la saella, e dà una 
l'orma più aggraziata alla curvatura delle centine ; mentre le 
altre curve rientranti che esamineremo in seguito, non si adat- 
tano che secondo rapporti determinali fra la corda c la saetta, 
e le curve a più centri non sodisfano all’occhio per la gran 
differenza che ordinariamente esiste fra la curvatura dell’ arco 
di mezzo e quella degli archi estremi. Il falegname si troverà 
nel caso di fare uso della ellisse nella costruzione delle centinc 
per gli archi e le volte, e di applicarla nella costruzione di 
cornici da quadri, di telai da finestre, di tavole, e dove venga 
richiesta quella forma, o dove voglia impiegare una forma cur- 
vilinea più gradevole all occhio. 

1 75. La ellisse può venire impiegala dal vetraio nella 
forma dei cristalli, dal fabbro nella sagoma delle armature, 
nelle ringhiere e nelle cancellate, dal calderaio c dal lattaio 
nei fondi dei recipienti, dal giardiniere nella figura dei pratclli, 
delle aiuole, delle canestre dei fiori. 

Il tornitore, l’intarsiatore, l’orafo, il lapidario impieghe- 
ranno la ellisse secondo il gusto dell arte propria per ornarne 
o dar la forma ai loro prodotti, come anelli, vasi, medaglioni, 
braccialetti, pietre dure c preziose In generale le arti ponno 
applicare la ellisse per dar forma ai prodotti industriali secondo 
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il gusto e la moda, o come semplice oggetto di ornativa delle 
loro opere, o per servire nelle costruzioni a condizioni di comodo 
e di solidità. Per ogni modo gli è necessario di saper costruire 
la curva di cui in seguito insegneremo le regole, a seconda dei 
diversi .casi che si possono presentare nella pratica. 

176. Chiunque si faccia ad osservare gli astri brillanti che 
popolano il firmamento, è capace di notare che sorgono da oriente 
sul nostro orizzonte per tramontare ad occidente, e che in questo 
movimento conservano la stessa posizione relativa. Ma l'attento 
osservatore, specialmente con occhio armato di lenti, ne distingue 
alcuni che differiscono, e per luce diversa e per fisiche appa- 
renze, e per cambiar di luogo rispetto agli altri I primi si 
chiamano stelle fisse, i secondi pianeti. Il maggior degli astri 
che più colpiscono i nostri sensi, il Sole, non è che una stella 
fissa, e la Terra da noi abitata, la Luna, Venere, conosciuta vol- 
garmente col nome di stella matMina o stella vespertina, non' 
sono che pianeti. 

Le stelle fisse al pari del grande astro brillano di luce pro- 
pria ; i pianeti poi sono corpi opachi, e ci refleltono la luce 
ricevuta dal sole. I pianeti si dividono in tre classi, pianeti 
primari, pianeti secondari, e comete, ed insieme col sole for- 
mano il nostro sistema planetario. Per lungo tempo si è creduto 
con Tolomeo che la Terra fosse fissa, ed il sole ed i pianeti si 
aggirassero intorno a lei in circoli concentrici ; ma Copernico 
richiamando I ipotesi antica di Pitagora sul sistema del mondo, 
riusci a spiegare rigorosamente lutti i fenomeni celesti, collo- 
cando il sole nel centro intorno al quale si rivolgono la Terra 
e gli altri pianeti, come oggidì senza contrasto è ritenuto 1 

' Niccolò Copernico nato in Thorn in Prussia nel 1 17i, canonico 
«li Walzelvod in Polonia, é stato il rigeneratore della Astronomia fisica. 
A 70 anni, ad istigazione del cardinale Schonbergh, si indusse a pub- 
blicare il suo sistema (De motu octavcB sptura ) che usci in luce in 
Norimberga nel 1543. L’invidia, la superstizione e l’intrigo non man- 
carono di sollevare le più vive opposizioni contro l'Astronomo Prus- 
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Or bene, nel sistema Copernicano girano intorno al sole i 
pianeti primari, che sono secondo l’ordine della loro distanza dal 
grand' astro Mercurio, Venere [stella mattutina e vespei tina), la 
Terra, Marte, gli Asteroidi, 1 Giove, Saturno, Urano e Nettuno, 


siano, c gli tolsero la sodislazioue di veder (rimirare la sua dottrina. 
Il solo gesuita Riccioli fu capace contro (9 argomenti favorevoli al 
sistema copernicano di opporne 77, i quali si riducono in sostanza a 
quello già proposto dallo stesso Tolomeo, cioè che se la Terra si mo- 
vesse intorno al sole, i corpi lanciati fuori della sua superficie non 
raderebbero nello stesso luogo, senza accorgersi »he i corpi terrestri 
partecipano del moto della Terra e girano con essa. L’unica opposizione 
di rilievo che trovò il sistema di Copernico, fu fatta quasi un secolo 
dopo dal celebre astronomo Danese Ticono Brahe col suo nuovo siste- 
ma. Questo è analogo al sistema Tolemaico, c suppone che il sole giri 
intorno alla Terra mentre gli altri pianeti girano intorno al sole in 
tempi |*riodici. Ma il Galileo in mezzo alle persecuzioni sostenne il 
molo della Terra, e dappoi la semplicità del sistema di Copernico trionfò 
su le altre ingegnose quanto complicate teorie dei sistemi del mondo. 

1 Gli Asteroidi sono piccoli pianeti osservabili soltanto con i migliori 
canocchiali, e si dicono ancora pianeti minori per distinguerli dal ri- 
manente dei primari che diconsi maggiori. Rappresentando con tu la 
distanza della Terra dal sole, le medie distanze dei pianeti si possono 


rappresentare presso a |ioco nel modo seguente : 

t* per Mercurio 4 = I -i- 0 . | n 

1° per Venere 7 = 4 -h 3 . 2° 

3° per la Terra to — 1 -h 3 . 2 1 

■1° per Marte (5 .= 4 4 - 3 . t 5 

|>cr Giove 58 -- 4 -t- 3 . 2 l 

<i° |ier Saturno . • 95 — 4 4 - 3 . l* 

7° per Urano .' (92 = 4 -e 3 . l n 


Alla quale legge sodisfa pure la distanza di Nettuno ultimo fra i pianeti 
maggiori scoperto ai nostri giorni. La discontinuità però che si mani- 
festa fra i termini 4° e 5° di questa serie, ed il riflesso che la natura 
non altera l'armonia delle operazioni, fece sospettare agli astronomi 
l'esistenza di un altro pianeta, la cui distanza media dal sole fosse 
di 18 — 4 -t- 3 . S 1 . Infatti il padre Piazzi il primo scopri Cerere nel 
1° gennaio (801, e nei sei susseguenti anni furono scoperti, Pallade 
Giunone e Vesta. Questi quattro pianeti cadono fra Marte e Giove, con- 
servano presso a poco la medesima distanza media dal sole, ed i piani 
ove descrivono il loro cammino si incontrano all'incirca negli stessi punti 
del cielo stellalo. Queste circostanze fecero concepire al celebre Olbers 
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cd i pianeti secondari o satelliti girano in modo analogo intorno 
ai loro pianeti primari. Cosi alla terra gira intorno la luna, Giove 
è centro di quattro satelliti, a Saturno fan corona otto satelliti, 
ed un disco annulare sottile ed opaco, che per avere il suo piano 
inclinalo sulla retta che unisce il centro di questo pianeta con 
quello della terra, apparisce nei telescopi sotto forma ellittica, 
Urano è circondato da sei satelliti, ed a Nettuno ne gira intorno 
uno. 1 1 pianeti rotando sul proprio asse con moto diurno descri- 

l’ ardita ipotesi che originariamente esistesse fra Marte e Giove un solo 
pianeta di massa e volume agli altri comparabile che, o per una forza 
interna esplosiva, o per un possente urto di qualche cometa sia stalo 
ridotto in frantumi, i quali animali dalla forza d’attrazione del sole e 
dalla nuova forza di proiezione, abbiano preso a descrivere nuove curve 
intorno al sole in piani tali, che tagliar si doveano evidentemente nei 
contorni della separazione. Non vi fu ipotesi al certo coronata da più 
felici successi, poiché colle costanti osservazioni dirette nei punti del 
cielo ove passar devono questi frammenti planetari nelle epoche date, 
ne sono stati scoperti altri 38 dall’ 8 decembre 1817 al 23 maggio 1856. 
I quarantadue pianeti minori, distinti col numero d’ordine della loro 
scoperta, secondo l’ ordine di distanza dal sole, sono : 


(8) 

Flora 

(21) Lutezia 

(31) Circe 

(10) 

Armonia 

(19) Fortuna 

(38) Leda 

(18) 

Melpomene 

(tl) Parlenope 

(36) Atlante 

(U) 

Vittoria 

(17) Teli 

(39) Letizia 

(*7) 

Euterpe 

(29) Annitrite 

(1) Cerere 

<«) 

Vesta 

(13) Egeria 

(2) Pallade 

(30) 

Urania 

(5) Aslrea 

(28) Bellona 

(7) 

Iride 

(32) Pomona 

(33) Polimnia 

(9) 

Meli 

(11) Irene 

(35) Leucolea 

(il) 

Dafne 

(23) Talia 

(22) Calliope 

(21) 

Focen 

(15; Eunotnia 

(16; Psiche 

120) 

Massalia 

(37) Fides 

(25) Temi 

(12) 

Iside 

(26) Proserpina 

(IO) Igea 

(6) 

Ebe 

(3) Giunone 

(31) Eufrosina 


, Forse altri ne esistono, che 1' avvenire e l' insistenza degli osservatori 
ci sveleranno, e forse alcuni altri si sono cangiali in comete, come é 
stalo dimostrato potere accadere. 

' Oggidì si contano otto pianeti maggiori, e quarantadue minori, 
ossia cinquanta pianeti primari, e venti satellitli o pianeti secondari. 

17 
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vono con moto annuo o di rivoluzione delle curve piano rien- 
tranti, che si dicono orbile. 1 piani delle orbite sono più o meno 
inclinati su quello della terra, e tutti i pianeti si aggirano presso 

a poco dentro la zona celeste chiamata zodiaco. Le sole comete 
non soffrono la legge di questo recinto, ma invadono il cielo in 
qualunque parte. 1 Pertanto in questa stupenda armonia delle 
sfere celesti il Kepler scopri la natura delle orbite dei pianeti, 
e stabili che erano ellittiche. Il sole occupa un fuoco comune 
delle ellissi descritte dai pianeti primari, ognuno dei quali è 
collocato nel fuoco comune delle ellissi descritte dai suoi respet- 
tivi pianeti secondari. 4 La luna non descrive intorno alla terra 
una vera e propria ellisse, perchè il suo moto viene turbato 
dalla attrazione del sole in ragione delle variazioni dipendenti 
dalla posizione della luna rispetto al sole. Le orbile delle comete 
sono ellissi molto allungate, la cui forma può paragonarsi ad una 
spola dentro la quale il sole si trova vicinissimo ad una estre- 
mità, ma per la infinita lunghezza dell asse nel calcolo dei 
suoi elementi vengono considerate generalmente come para- 
boliche. 


e cosi settanta pianeti conosciuti, senza contare il numero considere- 
vole di comete scoperte e calcolate, formano insieme col sole il nostro 
sistema planetario. Le innumerevoli stelle del firmamento, che brillano 
a guisa di soli, sono eglino altrettanti centri di sistemi planetari parti- 
colari? Questa ipotesi non ripugna alla nostra ragione, che non vede li- 
miti nella onnipotenza del Creatore. 

1 Anco i pianeti minori non si aggirano entro quel limile, ma ciò 
non è contrario alle leggi armoniche del sistema planetario, |>oichc 
l’ipotesi di Olbers, già da noi riferita, spiega chiaramente le circo- 
stanze che gli rendono inosservanti di quelle leggi. 

s II Kepler mentre il Galileo contemporaneamente fondava la teo- 
ria del molo in generale, stabiliva le tre leggi su cui è basala la mo- 
derna astronomia cioè ; 4° che i pianeti si muovono in ellissi, di cui il 
sole occupa uno dei fuochi ; S° che il raggio vettore di una stessa orbita 
che va dal sole al pianeta, descrive sempre nello stesso tcmjm superficie 
uguali; 3° che i quadrali dei tempi dello rivoluzioni sono projtor zinnali 
ai cubi degli assi maggiori delle orbite. 
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Tmifniti e Normali — 177. Primieramente vogliasi 
condurre la tangente ad un punto M (fìg. 116) preso sulla curva, 
di cui sono noli l'asse maggiore ed i fuochi. Si prolunghi uno dei 

raggi vettori fVL di una lunghezza 
MF' uguale all’altro raggio MF; 
ed uniti i punti F, F', da M si con- 
duca sopra FF' la perpendicolare 
MT.che dividerà in mezzo l'angolo 
FMF’ e la FF', ed avrà ogni suo 
Fi «- ”6 punto ugualmente distante da F 

e da F'. Se sopra MT si prende un punto qualunque m diverso da 
M, e da esso si Conducano le rette nif,mF,mV' , siccome mF=mF', 
sarà mf -h niF — mf -y- niF' : ma la linea spezzata «i/+ mF 1 è 
maggiore della intera fF', e questa per la costruzione fatta è 
uguale ali asse maggiore aA (§ 172): Dunque la somma m/'-t-mF 
è maggiore deir asse aA ; perciò il punto ni non può cadere 
sulla curva. Cosi potendo dimostrare altrettanto per ogni altro 
punto, la retta MT toccherà la curva nel solo punto M; dunque 
per condurre la laugetile MT ad un punto M della ellisse, di cui sono 
noli l'asse maggiore ed i fuochi, si prolunga un raggio M f quanto 

è lungo l altro MF, e si conduce 
dai punto M sopra la retta di unione 
FF 'la perpendicolare MT. 

1 78. Se i fuochi non fossero de- 
terminati. allora si unisca il punto 
M (fig. 117) con i vertici a, A, e 
da un vertice A si elevi sull'asse 
a A una perpendicolare AR lino 
che incontra in R il prolunga- 
mento della nM, che parte dall' altro vertice a, e pel punto di 
mezzo 0 di AR si tiri MO. Una retta qualunque rp condotta pa- 
rallelamente all'ordinata MP taglia la AM in o, la curva in tu 
e la MO in n, e dai triangoli simili MPA, npA, e dai triangoli 



Fig. 117. 
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pur simili Ml’a, rpa avremo le proporzioni 
MP ; op : AP ; A p 
MP rp\\aV \ ap, 

le quali moltiplicale insieme daranno 
— * 

MP rp x op ! I flP X AP a P X hp • 
ma per una delle proprietà dimostrate (§ 167) abbiamo 

i — 4 

MP ; vip ;; aP x AP : ap x a p 

— 2 2 j 

dunque avremo MP ! rp X op\ '.MP ! mp'; 

— ì 

e quindi poiché gli antecedenti sono uguali, avremo rp.op~mp 
ossia rp ; mp ; ; mp I op. Da questa proporzione poi si rileva che 
rp — mp'.mp : vip — op *. op, la quale, per essere rp—mp—mr, 
mp — op — mo, diviene mr ; mp [ *. wi o t op. Ma l' intera ordi- 
nata mp è maggiore della sua porzione op, dunque avremo la 
parte esterna mr maggiore della interna mo, e quindi chiaro 
apparisce che il doppio di mr è maggiore di mo -t- mr, ossia 
di or Ora poiché la retta MO condotta per il mezzo O di 
AR divide la parallela or per metà, avremo or = 2nr; ma 
imr è maggiore di or, dunque 2mr maggiore di 2nr, ossia 
anco mr è maggiore di nr ; perciò il punto « è fuori della 
curva : e lo stesso potendo dirsi di ogni altro punto di MO 
diverso da M preso anche nel suo prolungamento, perciò la 
retta MO toccherà la curva nel solo punto M Dunque dato 
1‘ asse maggiore della ellisse, si conduce la tangente MT ad un 
punto M della curva elevando da un vertice A una perpendicolare 
AR fino che incontra la retta nM condotta dall altro vertice, e 
facendo passare per M e pel punto di messo O di AH la retta MO. 
Se invece fosse dato soltanto 1’ asse minore, si riferirà la costru- 
zione ad esso, e con simile ragionamento si stabilirà la regola 
analoga, che crediamo inutile ripetere e dimostrare, rilasciandolo 
all'esercizio degli studiosi sulla semplice ispezione della figura 
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119. So ritenuta la stessa costruzione si prolunga la MO 
[fitjA 18)finoclie incontra inT il prolungamento dell'asse maggiore 
«A, dui triangoli simili MPT, OAT avremo MP’.OA ;;PT; AT ; ma 
dai triangoli simili MPa, RAa avendo MI*; RA;;aP;aA, ed es- 
sendo C il centro della ellisse, ed RA = 2.0A, aA=2.CA 
abbiamo MP ; OA ;; oP 1 CA; dunque avremo aP'.CA” PI AT. 
Inoltre decomponendo si ottiene 

np — ca : ca ; : pt — at : at 

ovvero CP CA AP I AT; 

ma un antecedente sta al con- 
seguente come la somma degli 
antecedenti sta ai conseguenti ; 
Dunque CP ICA ; ; CA ".CT, cioè 
per condurre la tangente ad un 
punto M della ellisse, (Ulto i asse 
maggiore .si abbassa l'ordinata MP, 
e riportata una tersa prapor sio- 
t''8. <1*- naie CT fra il segmento CP ed il 

sennasse maggiore CA dal centro C in 1 , la retta MT condotta 
f>er Mei sarà la tangente richiesta 1 Se come nella regola 

1 Volendo determinare geometricamente la CT, si descriva col se- 
miasse maggiore CA l’arco AmB’ ifig. 1 19), e si prolunghi l'ordinata MP 

condotta pel punto dato M fino che in- 
contra 1’ arco in m, e condotta al raggio 
Cm la perpendicolare mT, avremo CT 
terza proporzionale richiesta. Infatti i 
triangoli simili CPm, CmT danno 

CP : Cm*.: Cm : CT; 

ossia, per essere Cm =: CA, nvremn 

cp : ca : : ca : ct ; 

In modo analogo si opererà relativa- 
mente all’ asse minore. Volendo un 
processo più breve per determinare la CT, si conduca pel centro C una 
retta qualunque CA' 'fig. 1191, e coi raggi CP. CA si descrivano gli ar- 



Fig. II». 
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precedente .è dato solamente l'asse minore, si procederà relati- 
vamente ad esso e sulla ispezione della figura con una costru- 
zione e con considerazioni analoghe a quelle fette relativamente 
all’asse maggiore (§ 178). 

180. Nella pratica l'artista può avere in qualche caso bi- 
sogno di condurre una tangente all’ ellisse da un punto situato 
fuori della curva. Se unito un punto n preso fuori della curva 
ad uno dei fuochi F (fig. 120) con la retta nF, si descriva 
col centro in n e col raggio nF un arco, di cerchio FR, questo 
sarà taglialo iti un punto R da un 
secondo arco di cerchio Rr descritto 
col centro nell'altro fuoco f, e con un 
raggio uguale all'asse maggiore ah. 
Condotta la fl\, si tiri pel punto di 
incontro M colla curva il raggio vet- 
tore MF; siccome [S\ MI a A (§472) 
c per costruzione /'M + MR ^ /‘R=:aA, 
sarà MF=MR; ma pei punti M,n facendo passare la retta Mnogni 
suo punto è ugualmente disunite da F ed R; dunque la retta Mn 
è perpendicolare ad FR, e perciò è tangente nel punto M (§177). 
Cioè per condurre la tangente tiM da un punto dato n fuoii della 
ellisse, di cui sono noli i asse maggiore ed i fuochi, si determina 
l'intersezione R di due archi di cerchio desciitti coi centri n, f e 
mi raggi nF e a \ ; ed il punto M ove la retta /R taglia la curva 
sarà il punto di contatto, da unirsi in fine col dato n. È da 
osservarsi che gli archi che determinano il punto R avendo i 

chi PP', AA', che taglieranno la CA' in P' ed A’, si tiri AP e dal 
punto A’ la A'T parallela ad AP', il punto T sarà quelli) d’ incontro della 
tangente coll’asse: infatti le parallele AP', TA’ danno 

cp:ca::ca:ct 

ovvero CP I CA H CA ! CT. 

F. lo stesso si dirà rapporto all’asse minore 
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loro cenln /,» ad una distanza fn sempre minore della somma 
dei raggi /Tl-t-Rn, devono tagliarsi in due punti R, r; |>erciò 
si possono sempre condurre due tangenti distinte nM, nm da un 
punto dato n preso fuori della ellisse. 

181. Da ciò che abbiamo esposto rispetto alle tangenti ri- 
mettiamo all' esercizio degli studiosi il farsi ragione della solu- 
zione del seguente problema, che può presentarsi nella pratica. 

Problema. Condurre alla ellisse una tangente parallela ad 
una retta data pg, o perpendicolare ad una retta data sv ( fig . 120). 

Soluzione. Determinati i fuochi F, f, da uno di essi F si 
faccia passare una retta FR perpendicolare alla retta pg nel 
primo caso, e parallela alla retta sv nel secondo; si descriva 
poi un arco Rr col centro nell altro fuoco f e col raggio uguale 
ali asse maggiore: quest'arco taglierà la retta FR in un punto R, 
c quindi la fl\ taglierà la curva in un punto M. Finalmente la 
MO che si faccia passare pel punto M, e pel punto di mezzo O 
della FR, sarà la tangente richiesta. 

182. Il saper condurre le tangenti all'ellisse è importante 
sopra tutto per determinare le normali di questa curva, o "per 
verzicare le loro posizioni; ed iu generale I operazione si riduce 
ad elevare delle perpendicolari sulle tangenti dai loro punti di 
contatto Sia frattanto T/ la tangente d' una ellisse (fig. 121), 

ed MN la perpendicolare elevata 
sopra T< dal punto di contatto M. 
Prolungali i raggi vettori ftA. F.M del 
punto M, e la normale MN al di fuori 
della curvai già sappiamo che la 
tangente MT (§ 177) divide per 
metà gli angoli FMF’, /M/ 7 ; cioè 
abbiamo ang. FMT = ung. F'MT, 
ang. fMl = ang.f'Ult, ma la geometria ci insegna che i comple- 
menti d’angoli uguali sono uguali; dunque 

ang. /MN = ang FMN, ang. /’Mn =: ang. F’MN : 
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cioè, la normale MN divide per metà i angolo /MF formato dai 
raggi vettori fìl, FM prolungati i una e gli altri anco esterna- 
mente alla curva; perciò, si conduce la normale da un punto 
preso sulla ellisse di cui sono noti l'asse ed i fuochi, dividendo 
per metà i angolo foì-mato dai raggi vettori del punto dato. 

183. Nella costruzione degli archi e delle volte non solo 
ipiesta curva si presta ad ogni rapporto della corda alla saetta 
come abbiamo indicalo (§ 174), ma ancora sodisfa alla condi- 
zione generalmente richiesta, che i piediritti verticali resultino 
tangenti alle estremità dellasse maggiore situalo orizzontalmente. 
La necessità già da noi avvertita di saper condurre le tangenti 
e le normali ad una curva (§§ 33, 125) per determinare la vera 
direzione delle superficie di contatto dei cunei degli archi e delle 
volte, non minore si rende riguardo alla ellisse, che cosi spesso 
viene impiegata. Per costruire un arco ellittico a sesto scemo 
ABa [fig. 122), ovvero a sesto rialzato BAò [fìg. 123) ordinaria- 
mente si pratica di riportare sull’asse maggiore le distanze 


2, 3 ec. dell'arco di tirare delle corde 11, 22, 33 ec., che ven- 
gono a rappresentare le direzioni delle lince di contatto dei 
cunei. I costruttori avvertiranno di non riferire le normali 
all asse minore della curva, onde evitare la confusione che 
arrecherebbero le loro scambievoli intersezioni, e perchè a 
misura che si conducessero dal vertice verso le imposte, o vice- 
versa verrebbero a tagliarlo a distanze troppo grandi dal centro 
C. Nelle costruzioni delle volte essendo impedito dalle armature 
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(lolle cenlinc di operare internamente alla curva, si tireranno 
bielle corde che stieno a rappresentare le direzioni delle tan- 
genti, e quindi facendo combaciare il lato di una squadra con 
ciascuna di esse, e di cui il vertice coincida coi punti di con- 
tatto, avremo tutte le direzioni delle normali esterne alla curva 
(§ 125 nota 1). 

Poiché la fìsica insegna che I angolo d incidenza è uguale a 
quello di reflessione, dalla proprietà della normale di divider per 
metà l'angolo formato dai raggi vettori (§ 182), si rileva che i 
corpi elastici lanciati da un fuoco F [pg. 121) verso un punto M 
della ellisse si reflettono nell’ altro fuoco f. Con questi principii 
si spiega il fenomeno che si nota in una stanza costruita colle pa- 
reti in forma ellilica, ove due persone poste nei fuochi della 
figura possono intendersi parlando anco sotto voce, mentre non 
sono intese da chi sia situalo fuori di essi 1 

1 Queste' stanze diconsi gabinetti parlanti. Tale è il coro ili S. Cosma 
e Damiano di Roma, la sala del palazzo regio di Piacenza, la Galleria 
di San Paolo di Londra, quella di Glocester, ove due persone parlando 
a voce bassa si intendono ad una distanza di braccia 83,5 circa (tese 451, 
la cattedrale di Girgenli in Sicilia, e la Grotta della Favella nelle cave 
di Siracusa, 
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Diametri — Rapporti di posizione fra i diametri e le tangenti — 
Determinazione degli elementi ellittici. 


Diametri. — 184. Le proprietà geometriche, che abbiamo 
esposte nella precedente lezione, non sono le sole di cui gode la 
ellisse: altrove ne hanno che conducono a considerazioni cd ap- 
plicazioni non meno importanti, che ora noi siamo in grado di 
apprendere dietro lacquislata cognizione di quelle. Ad ugual 
distanza CO = Co dal centro C della ellisse ABaft ( fig . 1 24) 

si conducano due corde Diy, 
dd' qualunque, parallele all' as- 
se minore B6, ossia perpendi- 
colari all’asse maggiore A a. c si 
uniscano le estremità opposte 
D. d col centro C Ora i trian- 
goli COD, C od sono uguali, im- 
perocché hanno gli angoli DOC, 
doC uguali per esser retti, i lati [)0, do uguali per essere la 
curva uguale e simmetrica intorno agli assi (§ 101, 170, 2°). 
e quindi come metà di due corde simmetriche, cd i lati CO, 
Co uguali; per costruzione; in conseguenza anco gli altri tre 
clementi sono uguali : cioè, gli angoli OCD, oCd sono uguali, 
ed uguali i lati CD, C d: ma essendo aA una linea retta, sappiamo 
dalla Geometria elementare che gli angoli OCD, oC d opposti al 
vertice non possono essere uguali senza che ambedue le linee 
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che gli formano sienu rette ; i1un(|uc la linea 1)0/ è una linea 
retta, la ili cui metà si trova nel centro della ellisse ; 1 perciò, 
agili curila condolili pel centro della ellisse riinane da esso divisa 
in due parli uguali. 

183. Tutte le corde che passano per il centro della ellisse 
si chiamano genericamente diametri. Ed è chiaro che lutti i 
diametri, sebbene divisi per metà dal centro, non hanno come 
nel circolo la medesima lunghezza, ina abbiamo un numero inli- 
nito di coppie di diametri uguali corrispondenti alle estremità di 
due corde parallele all'asse maggiore o minore, e situate ad ugual 
distanza dal centro, le quali sono le diagonali di un rettangolo 
1)1 Vdd' formalo dalle corde parallele. Se pel centro C della el- 
lisse (fig. 124) si fa passare il diametro Ee parallelo alla tan- 
gente TD/ condotta ad una delle estremità l) di un diametro Di/, 
i due diametri D d. Ec congiunti da tal relazione si dicono dia- 
metri coniugati. Gli assi non sono che due diametri coniugati, 
ed il minore è il più corto, il maggiore il più lungo fra tutti i 
diametri die si possono condurre nella ellisse. Finalmente uno 
dei diametri coniugali si può prendere per asse delle ascisse, 

I altro per quello delle ordinate e viceversa: cosi la PM condotta 
da un punto qualunque M della curva sul diametro Dii, e paral- 
lela alla tangente T /, ossia al respcttivo diametro coniugalo Ec. 
è l'ordinala ed i segmenti DP, P d le ascisse al diametro Ih/. 

186. Nella ellisse ADai/ (fig. 123 e 126) abbiasi una corda 
qualunque Mm parallela alla tangente DT condotta alla estremila 
del diametro Di/. Dal punto di contatto D, e dalle estremità M, m 
della corda si abbassino sud asse maggiore Aa le normali DQ, MP, 
mp, e si prolunghino lino che incontrano nei punti B. N, n la 

1 Se invece si fossero condotte le corde Dif, D'il parallelamente 
all'asse maggiore colle distanze ugnali CO’, Co' prese sull'asse minore, 
tirale pure dalle estremila opjiosle D, d le rette CD, Cd si otterrebbe 
due triangoli CO I), Co'd coi quali si dirnoslrcrebbe ili ugual modo la 
medesima cosi. 
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circonferenza AB ab descritta sull'asse A a come diametro; dipoi 
si conduca pei punti T e B la retta TU, che sarà perpendicolare 
al raggio CB (§ 1 79 nota I), ed infine si tiri nel cerchio la corda Nn. 
e pei punti d intersezione 0, B si conduca la OR. Ora |toichè le or- 
dinate dell'ellisse sono proporzionali a quelle del circolo (§ 171), 
avremo MP \mp\\ MP ; np, da cui si rileva che le corde M/in, Nn 
prolungate incontrano ( fig . 125 ) o tagliano (ftg. 120 ) l’asse nel me- 
desimo punto S: inoltre avremo DQ'. MP ;; BQ ; NP, ma essendo 



Eig. 125. Kig. 126. 


DT, Mm parallele fra loro, dai triangoli simili DQT, MPS abbiamo 
DQ :MP::QT; PS, dunque avremo BQ ; NP \\ QT *. PS, ed 
in conseguenza i triangoli NPS. BQT debbono esser simili, e 
poiché i lati NP, BQ sono paralleli, ed i lati PS, QT coincidono 
nella stessa direzione, gli altri due lati, ossia la corda Nn e la 
tangente BT del circolo Allo// sono parallele fra loro. 

Ciò premesso, essendo le rette CD, CT tagliate dalle paral- 
lele Mm, DT. avremo CO ; OD "CSI ST; ma CB, CT essendo 
tagliate parimente dalle parallele Nn. BT, abbiamo 

cr ; rb :: cs : st ; 

dunque CO ; OD " CR ; RB, 

la quale mostra clic OR c parallela a BD. l'inalmcnle poiché le 
corde Mm, Nn sono tagliate dalle NM, RO, nm parallele fra loro, 
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avremo NR ; Un " MO ' Om ; ma il raggio CB essendo per- 
pendicolare alla tangente UT, e quindi alla secante NS, divide 
la corda Nn per metà, ossia da NR=Rn; dunque anco MO=Owi, 
cioè la M in è divisa nel mezzo dal punto O ; perciò, un diametro 
della ellisse divide per metà tutte le corde parallele alla tangente 
condotta ad una delle sue estremità. > • 

187. Due corde qualunque Mnt, Nn (fig. l i*) condotte per 
due punti R, S dell asse maggiore 0 minore ugualmente distanti 
dal centro C sono della medesima lunghezza. Questo principio 

puòdimostrarsi col metodo di sovrap- 
posizione. Infatti: si tagli l'ellisse 
lungo I asse A a, e si rovesci la 
metà A ha in modo che il punto ù re- 
stando lìsso, A cada in a e viceversa, 
e le rette nS, mR, dC prendano le 
posizioni di n'R, m'S, d 1 C; dipoi si 
rivolgala parte inferiore cosi rovesciala sulla superiore. Siccome 
gli angoli MRS, «SR sono uguali perchè alterni interni fra le pa- 
rallele Min, Nn, e gli assr dividono simmetricamente la curva, 
le n'R. vi S, ctC combacéranno respellivamente colle MR.NS.DC, 
ed i punti ti,ni,d' cade rhn no in M, N. f), e sarà mR — SN, RM — nS 
perciò Mm=Nn. Ed in conseguenza anco le corde MN, mn sa- 
ranno parallele ed uguali, ed il quadrilatero MNnm sarà un 
parallelogrammo Tagliando poi la ellisse secondo il diametro 
l)d, e procedendo ad una sovrapposizione analoga, è facile di 
convincersi che ogni diametro llrf divide la ellisse in due parti 
uguali DMNd, r/nmP disposte in situazione contraria. 

188. Quel poco che abbiamo dello sopra i diametri ci pone 

1 Se invece avessimo descritta la circonferenza coll’asse minore per 
diametro, al quale si fosse riferita la costruzione, con un ragionamento 
analogo saremmo giunti alla slessa dimostrazione. Crediamo però che 
quella che abbiamo data basti per persuadere i principianti della verità 
della proposizione, e l’altra la rilasciamo agli studiosi por loro esercizio. 
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in grado di risolvere il problema sulla ricerca degli elementi 
della ellisse, utile in Unte operazioni delle arti. 

Problema. Data una ellisse Aliai» (fg. 128) trovarne il centro, 
gli assi, i fuochi, ed il parametro. Si conducano due corde parallele 
qualunque Mm, Nn, e pei punti di mezzo P. 0 si faccia passare 

la corda Dd, che sarà un diame* 
Irò (§ 186). Il punto di mezzo C 
di esso sarà il cenilo della ellisse 
(§ 184). Col centro C e col rag- 
gio Cl) = C il si descriva la cir- 
conferenza DEde c si uniscano i 
quattro punti 1), E, d, e di inter- 
sezione delle due curve; le pa- 
rallele «A, hi l condotte nella ellisse rcspcltivamente u due corde 
adiacenti DE, Ed del circolo saranno gli assi (§ 1 So'. Le inter- 
sezioni F. f sull’ asse A a di un arco descritto col centro in 11 e col 
raggio C\~Ca saranno i fuochi (§ 166), e finalmente la corda Rr 
che passa per uno dei fuochi sarà il parametro (§ 166). Agli stu- 
diosi la cura di trovare la spiegazione di queste operazioni. 

ltuppnrtl <11 posizione Ir» I di» me! ri e lo langro- 
tl. - 180 Se da un punto qualunque M della ellisse DEde 

{fig. 129) si conduce la tangen- 
te MT fino che incontra in T il 
prolungamento di un diametro 
Dd, e si tira la corda Mm paral- 
lela al suo coniugalo Ee, la geo- 
metria dimostra, come noi abbia- 
mo dimostrato rispetto agli assi, 

che ct:cd::cd:cp, cìoòct <• 

terzo proporzionale dopo il semi- 
diametro CD eil il segmento CP. 1 Ma questa proporzione si ve- 

1 Ecco il motto più semplice che ho raggiunto per dimostrare quota 
pro|H>sizioue. Primieramente, ritenute le stesse cose del § I8B, c la nie- 
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rifica per la si essa ragione anco rispello ad una seconda tan- 
gente »iT condotta all’altra estremità wi della corda; dunque, 


ilesini» costruzione delle ligure 415, liti, dai semidiametri CD, CB ta- 
gliati dalla OR nei punti O. R, abbiamo 

CÒ* = (CO -t- OD)* = CO 1 -i- OD SCO -t- OD 


CB = (CR h- RB)*=CR RB(*CR -t- RB), 
ed osservando che OD = Dd — Od. ed RB = Idi — Rii, sostituendo c 
riducendo avremo CD* — CO* -4- OD . Od 


cb 1 cr* R,t 11,1 


'••XV- 


e quindi 


(|) . CD -CO =OD Od 

‘ CB*— CR* = RB.Rh 


Se inoltre si conduce il diametro coniugato E c parallelo alla tangente DT, 
e dall' estremo E si fa passare la GL parallela alle ordinale MI’, DO, m/i 
e si tira il diametro G 17 , poiché CE è parallela a DT, e quindi a MS, 
e le EL, MB sono proporzionali alle GL, NP (§ 471 ), sarà G g parallelo 
alla tangente BT, o ad NS, e perciò i triangoli NSM, GCE sono simili 
e daranno GC ; NS X EC MS; ma RO essendo parallela ad MN ab- 
biamo NR : NS : : MO ; MS. dunque avremo GC ; NR ; ; EC ; MO, e 
quindi siccome GC = CB avremo 

(? cb ! : nr ! :: èc’ : mo'. • 

Premesso tulio ciò, essendo RO parallela a DB, avremo CD * CO " CB ;CR, 

che si riduce a CD • CO ” CB* ; CR , 

e da questa decomponendo otterremo 

co’ : cd’ - co : : cb’ : cb’ - cr’, 

ove ponendo invece delle differenze ilei quadrati i rettangoli dati dalle 
espressioni H) avremo 


CD 1 OD Od ;; cb’ : RB .R6 ; 

ma dalla ordinata NR della circonferenza ABaà abbiamo RB.R6 = NR ; 
Dunque avremo CD* ; OD . Od ; CB’ \ NR* 
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i lue /ungenti MT, »iT condotte alle estremità di una corda qualun- 
que Mm si incontrano nello stesso punto T del piolungantenta del 

e perciò col confronto della proporzione (?) avremo 

(TT>* : on . od : : èc* : mò‘, 

ossia permutando (3 MO* 1 00 . Od [ KC ; CD , 

cioè, il quadrata ili una ordinata cd U rettangolo i lette ascisse rorrisponr/rn/i 
sono proporzionali ai quadrati dei diametri coniugati, come appunto fu 
dimostrato per pii assi (§ 1 08). 

In secondo luogo si conduca da un punto T (fig. 130) del diametro 
prolungato Od una secante TN, e dai punti N, n ove taglia la curva 
si tirino le ordinate NQ, nq parallele al diametro coniugato Ee. Per la 
proprietà espressa dalla (3) avremo 

no’ : no <w ; ; hc» : co* 

nq ; 0 q .qd \ \ EC CD*, 
e perciò inferiremo che 

w nq‘: dq.qt/:: or/.ryd, 

cioè i quadrati dette ordinate al diametro sono 
proporzionali ai rettangoli delle ascisse corri- 
spondenti. Questa proprietà è più generale di 
quella che abbiamo veduta verificarsi ri- 
spetto agli assi (§ 167), i quali non sono che 
due diametri clic si tagliano a angolo retto. 
Ora dai triangoli simili TNQ, Tnq avremo 

tq : t ? : : nq : nq , 

TQ* :tV::nq’ : 

« per conseguenza, poiché abbiamo dalla (I) che i quadrati delle NQ, nq 
sono proporzionali ai rettangoli delle ascisse corrispondenti, si otterrà 

to’ : tV :: dq . Q d : Dq.qd. 

e quindi da questa proporzione avremo I' uguaglianza 
TQ* . Dq . qd = fq . DQ . Qd, 

e perciò sarà 

(CT — CQ'* (OC — Cq (DC + C.q) = (CT — Cq)' (OC — CQ (OC -t- CQ) 



Fig. 1 30 
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diametro l)f/ che divide in messo Iti eoi da; c viceversa il 1 U 11 - 
mclro Dd, condotto pel punto di incontro T di due tangenti MT, 
»«T divide ]>er metà la curda M/n che passa pei punti di contatto. 

Se dal punto M si lira invece la corda MN parallela al dia- 
metro D d, ha luogo la stessa proposizione risotto al diametro 
coniugato Ee; in conseguenza le quattro tangenti T l, (V, Vi', fi 
condotte agli angoli M, N, n, m del parallelogrammo inscritto 
MNnm, formato dalle corde due a due parallele ai diametri coniu- 
gati Dd. Ee, ed ugualmente distanti dal centro C. formano uh 
parallelogrammo circoscritto, che ha per diagonali i diametri 
stessi prolungati fino ai loro respeltivi punti d’ incontro. 

190. Adesso siamo in grado di insegnare un altro modo di 
condurre una tangente da un punto dato fuori della ellisse. 
Se T è il punto doto fuori della curva (/?</. 129), per esso e pel 
centro C si faccia passare il diametro T d, e si trovi una terzo 
proporzionale dopo CT ed il semidiametro CD, e si riporti da C 
in P; dal punto poi P cosi determinato si conduca la ordinata PM 
parallela al diametro coniugato Ee (§ 185), che incontrerà la 
curva in M, e finalmente la retta MT condotta per M e T sarà 
la tangente in M (§ 189) Si noli che la doppia ordinala Min 

ossia (CT — CQ)’ (ÓC * — Cq )= (CT — Cq^DC* — CQ*) 
o lìnalmente sviluppando e riducendo avremo 

(5) 1 . CT . CO* = (CD* CT*) (CQ ■+■ Cq) — 5 . CT . CQ . Cq : 

ma supponendo che i punti N, n si avvicinino continuamente fra loro 
fino a coincidere in un sol punto M, la secante NT si cangia nella tan- 
gente MT, e. le ascisse CQ, Cq divengono uguali alla ascissa CP: Duo 
que la relazione (5) rispetto alla tangente MT diverrà 

ct . cr>’ = cp (fin’ -+• ct’) — ct . cp*< 

e quindi avremo 

CD* CT — CP) = CP . CT (CT — CP) 

ossia CD* = CP . CT, da cui finalmente si ottiene CT ; CD ” CD ; CP 
come si voleva dimostrare. 

le 
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incontrando la curva anco in ni, la retta »nT sarà una seconda 
tangente in m; perciò, da un punto dato fumi della ellisse si pos- 
sono condurre due tangenti distinte. ' 

Bastando al nostro scopo le proprietà che abbiamo dimo- 
strate nella passata ed in questa lezione; crediamo inutile di 
esporre le molte altre di cui gode la ellisse, che per. la loro in- 
telligenza richiedono delle cognizioni superiori a quelle che non 
ammettiamo in coloro, ai quali sono destinate queste lezioni. 

HetermlnMlone «Irgli elementi ellittici. — 191 . Nella 
pratica ove occorra di costruire la intera ellisse si richiedono dei 
dati di costruzione somministrati dallo scopo cui deve servire 
la curva, onde giungere ad un resultalo determinato senza vagare 
in inutili operazioni. Quando venga data di posizione una corda, 
ossia due punti, il problema è indeterminalo, poiché per due 
punti può passare un numero infinito di ellissi: e lo è parimente 
se sieno dati tre punti, e quattro punti, come in seguito avremo 
luogo di riscontrare parlando della combinazione dell ellisse coi 
poligoni. Per applicare le regole che stabiliremo sulle proprietà 
esposte alla costruzione della unica ellisse, è necessario che oltre 
quei punti sia dato qualcuno degli elementi ellittici, col quale 
andare in traccia degli altri A tale ricerca gioverà la soluzioni- 
ilei seguenti problemi. 

192 Problema I Dato lasse maggiore A a ( fìg. 131 ) ed vu 
punto M fuori di esso, trovare l'asse minore ed i fuochi della ellisse 
che passerebbe pel punto M. Sul mezzo C di A a si elevi la per- 
pendicolare òO, e dal medesimo punto si descriva un arco di 
cerchio ANO con un raggio AC metà di Aa, Dal punto 11 si ab- 
bassi sopra Aa una seconda perpendicolare RP, che taglierà l'arco 

1 Le proprietà geometriche della ellisse relative ai diametri som 
ministrano altre regole per condurre una tangente da un punto collocalo 
sulla curva, o da un punto preso fuori della medesima, ma essendo 
meno semplici, e non sempre di facile applicazione in lutti i casi, ab- 
biamo creduto inutile esporle, e gli artisti troveranno le regole della 
precedente lezione sufficienti in qualunque loro operazione. 
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in N. est conduca MQ parallela alla stessa A« lino che incontrerà 
in 0 I» perpendicolare 60. Pei punti N, Q si tiri la NS, e ripor- 
tando CO da P in R si conduca finalmente dai punti S. R la SR 

clic taglierà in H In perpendicolare60 
Il punto R 6 una delle estremità del- 
I asse minore, e perciò portando CII 
da C in 6, sarà 116 I' asse minore cer- 
cato. Descrivendo poi uii arco col 
centro in H o in 6 c col raggio AC, si 
segneranno sull' asse maggiore \<t 
due punti clic saranno \ fuochi liti). 
Infatti dai triangoli simili QCS, NPS abbiamo QC ; NP ” CS I PS 
mentre dai triangoli simili BCS, RPS abbiamo BC ; RP; ; CS; PS; 
onde pel rapporto comune CS PS avremo QC/.M’ ; ; BC ; RP. 
ossia oc 4 : NP 1 ; ; BC 4 ; iti* 4 ■ 

ma per la parallela MQ è QC - MP. e dall'arco ANO si lia 
NP* = A P Po. e II P = OC = AC 
dunque MI* 4 ; AP Pa ;; BC I AC . 

Il che deve verificarsi per un punto M della curva clic abbia 
BC ed AC per assi (§ 108). 

193. Problema II Dolo l'asse minore B6 [fnj. I di) ed un 
punto M fuori di esso, trovare l'asse maggio- 
re della ellisse che passerebbe pel punto M 
Dal punto dato M. e dal punto di mezzo ('. 
di B6 si conducano le perpendicolari MQ 
ed Aa, o fatto centro in C. col raggio CB 
metà di B6 si descriva un arco di cerchio, 
il quale taglierà le perpendicolari MQ, A« 
nei punti N, R Si tiri NR fino che in- 
contra in S il prolungamento dell'asse 
dato B6. c si conduca per S cd M la retta SA, che taglierà 
la perpendicolare Aa in un punto A. Infine portando CA da C 



Fig. 1.11. 



Fig 131. 
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in a avremo 1 intera A a per l'asse maggiore richiesto Volendo 
i fuochi si determineranno colle solite costruzioni (§8 ioti, 1t)2). 
Infatti : i due triangoli simili MSQ, ASC, e i due pur simili 
NSQ, RSC danno 

AC 
RC 
NO 


respetlivumcnte 

e perciò 


MQ 
NQ 
MQ : 


SO 

SQ 

AC 


SC 

se, 

RC 




— i 


ossia 


mq :nq : : ,\c 


RC* ; 


ma per costruzione è RC BC.c sappiamo che nell’arco BMl 
è NQ* = BQ . Q b dunque sarà 


MQ* : BQ . Q 6 ; ; AC* 


BC*, 


come deve aversi per una ellisse che passi pel punto M, di 
cui gli assi sieno A a, 1)6 (§ 170). 

UH. Problema III. Dillo ili posizione il diametro D</ ed una 
retta qualunque M in ( fìtj . 133) divisa nel mezzo P da esso , tro- 
vare il diametro coniugato della ellisse, che passerebbe per le estie- 
milà M,m. La direzione di questo diametro è data dalla paral- 
lela ad Mm condotta pel centro C (§ 1 85). 
Per averne la lunghezza, dai punti C e P 
si elevino le perpendicolari CO, PR, e 
dal centro C si descriva col raggio CP un 
quarto di cerchio DNO, il quale taglierà 
le CO, PR in O cdN, e dal punto O si 
conduca la OR parallela al diametro D</, 
lino che incontra in R la perpendicolare 
PR. allora si unisca M con N, c da R si faccia passare una paral- 
lela a MN, che taglierà in S il prolungamento della retta Min 
Infine riportando PS da C in E. c da C in e, la intera Ee 
sarà il diametro coniugalo cercato 1 



1 lofalti lo parallele MN, SR danno 

mi* : np :: sp : up 
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1 05 I'hobi.i:ma IV. Utili di / mi s ione due diametri coniu- 
gali Dd, Ee di una ellisse (fìtj. 131) trovare gli assi. Da lina estre- 
mità D del diametro più grande si conduca la perpendicolare 
NI’ sul più piccolo, si riporti la metà CE di questo da I) in N. 

e si unisca C con N. Pel punto 
di mezzo O di CN e per D si tiri 
una rotta, e vi si prendaOVrrON: 
la Va che si conduca da V per 
C darà la direzione dell asse mag- 
giore, e perciò una sua perpendi- 
colare òU elevata in C darà quella 
Fl s del minore. Per avere le lunghezze 

degli assi, si riporli una lunghezza uguale a CO + OD da C 
in A e in a. ed i punti A, a cosi determinati saranno i vertici o 
le estremità delh asse maggiore ; riportando poi DV da C in 1$ 
c in b avremo i vertici o le estremità lt, b dell asse minore 
della ellisse, che passerebbe per gli estremi D, E, d, e dei dia- 
metri dati Per dimostrare questa costruzione prima di tutto 
si meni per D sopra aX una perpendicolare DQ. la quale in- 
contrerà CN in un punto M. che sarà sull'arco AMU descritto 
da C col raggio CA ; imperocché essendo per costruzione 
OV = ON =CO, nel triangolo isoscele COV gli angoli OCV, OVC 
sono uguali, e quindi i triangoli rettangoli MQC, DQV avranno 
il terzo angolo CMQ = VDQ. e saranno simili; ma gli angoli 
ODM, YDQ sono uguali perchè opposti al vertice ; dunque è 
l angolo OMD = ODM, ed il triangolo DOM è isoscele, c quindi 

ovvero MP* ; NP* ; ! È' [ HP* ; 

ma (mr costruzione RP = CO = CD, SP = CE, c per la proprietà ilei 

circolo NP = PP Prf dunque 

Vip’ : dp . p</ ; ; ce : co’* 

proprietà dei diametri simile a quella degli assi (>} 108 . e perciò Gli 
è il semidiametro coniugalo di Ud [jj 18!) nota I V 
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OM = OD, in conseguenza CA=CO-t-OD=CO-|-OM=CM;cioè 
il punto M è sull' ureo VMU. Pertanto i triangoli simili MQC. 
I>QV danno 

DQ : MQ :: UV : MC 
ovvero DQ* : MQ* ; ; DV*; MC*, 

ma abbiamo trovato MC = CA, e per costruzione ò UY _ CIJ. 
— s 

e sappiamo che MQ — A Q . Qa ; dunque avremo 

fio 4 : aq Qa ce a : cà* 

come abbiamo veduto verificarsi rispetto agli assi (§ 1t58). 

190. Ecco un altra soluzione di questo problema ancora 
più semplice. Condotta come nella costruzione precedente la 
perpendicolare NP, dallo stesso punto D (/></. 135) si conduca 

inoltre la T< parallela al diame- 
tro coniugato Ee ; e sul punto 
di mezzo O della NC si elevi 
una perpendicolare, che incon- 
trerà la parallela Tf in un pun- 
to S, c col centro in S e col 
raggio SC si descriva la semi- 
circonferenza TCf; le rette /C.TC 
concorrendo nel centro C ad 
angolo retto daranno le direzioni degli assi. Ora è chiaro che 
la retta T/ essendo parallela al diametro Ee, sarà tangente alla 
curva nel punto D (§ 185), perciò se si conducono dal punto I) 
le perpendicolari DR. DQ sulle direzioni C I. CT degli assi, e 
una media proporzionale trovata fra Cl e CR si riporla ria 
C in fi e in 6, e una seconda media proporzionale fra CT e CQ 
si riporla da C in A e in a, avremo le lunghezze B b, Aa degli 
assi richiesti (§ 179). 

197. Sebbene la costruzione delle soluzioni precedenti sia 
geometricamente rigorosa, in pratica non può riuscire sempre 



Fig. 1S5. 
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esattissima : imperocché quando i diamelri dati fanno un an- 
golo prossimamente retto, i punti O e D saranno vicinissimi 
fra loro, ed allora la direzione della retta OV nella prima so 

luzione (§ 195. fig. Idi) non resta con certezza determinala, e 
nella seconda soluzione (§ 196, fig 135) le rette OS, T( si 
tagliano sotto un angolo piccolissimo che rende incerto d vero 
punto d' incontro, e perciò in queste grafiche determinazioni 
per ottenere resultati meno erronei è raccomandabile la mag- 
gior diligenza possibile. 

198. Problema V. Dati tit posizione un diametro Dr/ [fig. 136' 
ed una retta indefinita Tr, trovare il diametro coniugato, di cui si 

■ conosce la direzione dr, egli assi della ellisse tangente alla retta Tr. 
Pel punto di mezzo C di Dr/ [fig. I3C) si conduca le parallela 
alla direzione dr, e si prolunghi il dia- 
metro l)d fino che incontra in T la retta 
data Tr ; se si prende CI' terza propor- 
zionale dopo CT e CD, e dal punto P 
si tira PM parallela a te, rincontro M sarà 
il punto di contatto della tangente Tr : 
e se condotta MQ parallela al diametro 
D d si prende una media proporzionale 
*•'•8 136. fra Ct e CQ e si riporta da C in E e in e, 

sarà Ee il diametro coniugato richiesto. 1 Gli assi poi si otter- 
ranno col problema precedente (§§ 195, 196). 

199. Nell’arte di fabbricare la buona e solida costruzione 
degli archi rampanti richiede quasi sempre che i piedritti sicno 
tangenti alla curva delle centine nei punti estremi della corda. 
Oltre la corda inclinala all' orizzonte qualche volta è data una 
linea retta, alla quale deve esser tangente la curva. Per esem- 
pio gli archi rampanti destinati a sostenere le branche di una 

1 La ragione di questo operato è messa in evidenza dalla pro- 
prietà che abbiamo enunciala nel /fj 189: e dimostrata nella nota del 
paragrafo medesimo ed é superfluo darne altra dimostrazione. 
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scala ile volto ordinariamente sodisfare a queste condizioni. La 
ellisse prestandosi a tutte le dimensioni è la curva che meglio si 
adatti in simili costruzioni, e [ter descriverla al costruttore 
sarà necessario il trovarne prima gli elementi, e perciò gli 
sarà utile il precedente problema. 

200. Sebbene avvenga raramente di impiegare un arco el- 
littico, non sarà affatto inutile in pratica il saperne cercare gli 
elementi per poi costruire la intera ellisse, perciò porremo 
termine a questa lezione col seguente : 

Problema VI. Dato un arco ellittico AB (fi fi. 137) trovare 
il centro e gli ansi della ellisse a cui 
appartiene. Si conducano due corde 
qualunque AB, ab, e pei loro punti di 
mezzo si tiri la DR, che sarà la dire- 
zione di un diametro. Si faccia la stessa 
operazione sopra due altre corde pa- 
rallele AP, ap e la direzione dr del re- 
spettivo diametro taglierà DR nel punto 
C che sarà il centro della ellisse (§ 186); e perciò CD sarà un 
semidiametro Pel punto C conducendo eE avremo la direzione 
del suo coniugato. Finalmente colla corda AB e col semidia- 
metro CD il problema terzo (§ 194) ne darà la lunghezza, e col 
quarto determineremo gli assi (§§ 195, 196). 



Fìr 137 


Digitized by Google 



!:>:»• 


LKZ10NK DECIMAPIMMA. 


Descrizione e contrastane della ellisse. — Compassi ellittici. 


Itcmcrizionc e eonttriizlonc «Iella elllNHe. «01 . Le 

proprietà della ellisse relative agli assi come ai diametri, non 
solo rendono questa curva importantissima per le moltiplici 
applicazioni alle arti e all industria, ma suggeriscono aliresi 
varie operazioni grafiche e meccaniche per costruirla e descri- 
verla. senza di che non potrebbe ridursi in alto la sua appli- 
cazione. Adesso esponiamo le une e le altre. 

202. Metodo delle obdinate. Descrivere la ellisse ]wr punii 
date le lunghezze A a, IÌ/j degli assi [fig. 1 38). 

Regola prima. — Poste le linee rette A a, B b, in modo che 
si taglino ad angolo retto nel loro 
punto di mezzo C, si descrive una 
circonferenza Al ) ad col centro in 
C e col raggio uguale al semiasse 
maggiore CA, c si conducono a 
piacere le ordinate np, >///. u"p". 
n'"p'' ec. nel circolo parallele al- 
I’ asse minore Bf< Queste poi si di- 
vidono nei punti m, tu’, in", ni"’ ec. 
in due parli che stieno fra loro come gli assi ; ossia si cerca 
una quarta proporzionale dopo i semiassi CA, CB, e ciascuna 
delle ordinate np, «'//, «"//', ■»*"//" ec. ; e le rette in tal modo 

sa 


t o /i" 

• ili,. 

I r . • . n 

' O'ì • »■ 

1 , •r-.'V 


III* * i » w 

c P, , " 


K.g. 138. 


Digitized by Google 



LEZIONE DECIMAI'RIMA. 


lai 

ottenute si riportano respetlivamenle sulle stesse np, n'p', n"/. 
n m p'", ec a partire dai punti p, p', /, \>'" ec. ; e quindi pei 
punti B, in, m', in", in"'... a cosi determinati si fa passare una 
linea continua Bmm'm"in m a (§§ <52 al 68). In fine ripetendo 
la stessa operazione negli altri tre quarti del circolo, avremo 
la intera curva ABofc, la quale, avendo per costruzione le or- 
dinale proporzionali a quelle della circonferenza AD ad de- 
scritta sull'asse maggiore A a, sarà la ellisse cercala (§ 171). 
Se invece si descrive la circonferenza col raggio uguale al se- 
miasse minore GB, e le ordinate si conducono parallele al- 
T asse maggiore, la curva si descrive con una costruzione 
simile. 

Regola seconda. Descritte le circonferenze AD ad, BE be coi 
semiassi CA, CB (fig. 139), si conducono a piacere i raggi Cn. 
(V, Cn", Cn'", cc. nella circonferenza AlW, e dai punti o. </. 
</', o'", ec., ove tagliano la circonferenza BEòe si conducono le 
om, dm', t/'m", (/"m* ec. parallele all asse maggiore A a, mentre 
dai punti n. »/, n", n'"cc. si tirano le nm, »W, n "in", n'"in"' cc. 


sse minore B b; i punti di incontro in, in’, in", in'", cc. 

) n 

delle unc colle altre apparterranno 

- «. fi 

! * - n 

all'ellisse cercata. Infatti se per 

rr, . ... 

esempio si prolunga la parallela 

,J c-\ 

. i, ' . . 

n"m" fino che incontra in p" l asse 

. » ■ 
/ >' ! 

Ao.daitriangoli simili u"Cp",u"u"in" 


che ne resultano avremo 

i y 

m",/’ : n'Y :: c 0 " : c»«" 

/ 

ovvero • 

139. 

m "/ ; h"/:: ca : cb, 

e perciò resta verificata la prò- 


prictà dell' ellisse superiormente rammentata (§ 171). Adunque 
non resterà che ripetere 1 operazione, o riportare simmetrica- 
mente i punti in, in in", in"', ec. nei rimanenti quarti di cer- 
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rhio, c riunirli tulli con una linea continua (§§ 62 al 68), che 
rappresenterà la intera curva. 

203. Metodo dei raggi vettori. Descitiere la ellisse per 
putiti date le lunghezze Aa,B6 degli assi [fig . 140). Posti si- 
milmente gli assi A a, toh ad angolo retto, si trovano i fuochi F , f 
(§§ 166, 188), o si prendono sulla eccentricità C.f in punti a 
piacere p, //, p", //". ec. ciascuno dei quali dividerà I’ asse 
maggiore A a in due segmenti ; dipoi facendo centro nel fuoco 

F. coi segmenti Ap.ApI, A/»", A//",cc. 
come raggi si descrivono altrettanti 
archi di cerchio, ed invece facendo 
centro sull altro fuoco f, coi raggi 
uguali ai segmenti rimanenti ap, 
ap' , ap". ajJ", ec si descrivono 
pure degli archi, i quali taglino i 
primi. I punti tu. tu', tu", tu'", ec., 
ng ito. di intersezione cosi determinati, co- 

me quelli che si potranno determinare simmetricamente in- 
torno agli assi ripetendo l'operazione, appartengono evidente- 
mente alla ellisse (§ 172), la quale in line si otterrà interamente 
unendo tutti i punti col voluto grado di continuità (§§ 62 al 68). 

204 I metodi che abbiamo insegnati riescono comodissimi 
nel disegno, ma non sono più applicabili quando si oltrepassino 
le ordinarie dimensioni dei fogli di carta. Per descrivere la el- 
lisse al di là di questo limile si può ricorrere ad una semplicis- 
sima costruzione meccanica appoggiata sullo stesso principio 
del metodo precedente, la quale non viene esclusa dallo stesso 
disegno. Conosciuti gli assi An. H6. e determinali i fuochi F. f 
sopra un piano, si piantino due chiodi nel lungo di essi (fìg. 141). 
Si faccia passare un filo o una corda possibilmente inestendi- 
bile da uno dei chiodi /"intorno al vertice opposto a, e si ricon- 
duca al chiodo f annodandola in modo che il filo cosi raddop- 
piato abbia la stessa lunghezza di fa. Dipoi se con una punta 


f — 3 

\ m 

- 

• / 

» .’ ’••• nì 
V v i • rr» 


!/'/■/] " 

A F c 

***•.. 
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ila segnare, per esempio con un lapis M, collocalo in a si tende 
il lilo e si percorre il piano con questa punta" procurando di 
mantenere il filo continuamente ed uniformemente teso, la 
curva continua che viene a descriversi sarà la ellisse richiesta ; 
infatti, in qualunque posizione sia la punta M, abbiamo il filo 
intero FM -j- M/ -4- F f= 2 X fa d onde FM-t-M f= 2 X fa— Ff; 
ma 2 X /ii — F f— 2 X Cf- 4- 2 Ca — 2 Cf— 2 X C a= A a ; 
dunque FM M f — A a 

cioè le due porzioni di lilo FM, 
M f prese insieme uguagliano la 
lunghezza dell' asse maggiore 
A«. (§4 72). 

205. Questo processo, chia- 
mato volgarmente la costruzione 
del giardiniere, viene continua- 
mente praticalo con facilità dai 
falegnami e dai muratori, per 
tracciare la ellisse sopra dei piani di tavole e sul muro. Ma 
quando si voglia estendere la costruzione alle grandi dimen- 
sioni, alla semplicità del metodo si oppone la difficoltà di otte- 
ner la curva con esattezza. Una corda alquanto lunga è suscet- 
tibile di allungarsi, specialmente se è mollo torta, e bisogne- 
rebbe che la trazione operata dalla punta fosse costante, il che 
è praticamente impossibile. Impiegando una catena si sode- 
rebbe incontro allo stesso inconveniente, imperocché se si 
tratta di operare sopra un piano verticale il peso della catena 
impedirebbe di tenderla rigorosamente in linea retta, e ve- 
nendo a variare la trazione varierebbe pure la somma delle 
distanze della punta ai due fuochi ; se si tratta poi di muover 
la catena sopra un piano orizzontale ed in specie sul terreno, 
il suo stesso peso produrrebbe un attrito, che opporrebbe una 
resistenza al molo delle parli intermedie di ciascuna porzione 
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ili catena, e per conseguenza varierebbe parimente la somma 
dei raggi vettori eoi variar della trazione. La costruzione del 
Giardiniere adunque non può essere impiegala con buon suc- 
cesso che per le ellissi di piccole dimensioni adottate nelle or- 
dinarie costruzioni delle arti, o per quelle in cui non si richiede 
di conseguire molta esattezza. 

205. Dipendentemente dalla proporzionalità delle ordinate 
della ellisse con quelle del cerchio, la costruzione della curva 
per punti si può ottenere forse con più facilità col seguente 
processo. Noti che sieno gli assi, si prendano su di essi o sul 
loro prolungamento a partire dal centro C i segmenti CP, CQ, 
uguali alla loro somma [f>g 142), o uguali alla loro differenza 
(pg. 143). Nel segmehto CP si prendano dei punti a piacere 
p, //, p", ;/", ec. e con una apertura di compasso uguale alla 
somma degli assi nel primo caso, o alla differenza nel secondo. 


/ 

■ r; 

n: . •* 

m ?! 

R 

/ 

\i"‘ 

S 



", .- " ' 
"/*/ . i 



e 

1 

p r '"P ' f 5 


\ W 
- 



i 



Ut 


UT 


si segnino i- punti q, q', q". 7 "', ec. sul segmento CQ ; quindi si 
conducano le rette pq, p'q\ p"q". p"'q'"< ec.. c su ili esse o sul 
loro prolungamento prendendo qm, q'm', q"in", q'"in m ec uguali 
al semiasse maggiore, oppure pm, p'm', p"in", //"»*'", ec. uguali 
al semiasse minore, i punti in, mt, in", in'" ec. apparterranno 
all’ellisse dimandata. Infatti se in ambedue le figure, descritto 
con Cn barro onB', da un punto qualunque in fra i determinati 
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si conduce nO perpendicolare all'asse maggiore prolungala 
quanto occorre, ed mS perpendicolare al minore, i triangoli 
simili mpO, qmS, daranno mO qS mp tnq ; ma tirandone, 
poiché i triangoli rettangoli nOC, qSm sono uguali per avere i 
lati m$, OC uguali, ed uguali i lati nC, inq, abbiamo qS = nO, 
e pere-ostruzione mp — CK, mq — Q,\. Dunque avremo 

niO : no :: cb : ca, 

• • • • / , 

e dimostrandosi lo stesso per gli altri punti, rimane perciò ve- 
rificata la proporzionalità delle ordinate dell' ellisse a quelle del 
circolo (§ 171). Infine si procederà al solito a determinare tutti 
gli altri punti ed unirli con una linea continua per descrivere 
la intera ellisse (§§ 202, 203). 

207. Per eseguire praticamente questa costruzione si se- 
gnano due lince perpendicolari fra loro sul piano, su cui deve 
esser descritta la ellisse, o vi si pone i lati di una squadra ma- 
teriale, e si prende una striscia di carta, o una corda, o un 
regolo lungo quanto lo sono i due semiassi presi insieme, ov- 
vero quanto è lungo il semiasse maggiore, che rappresenti in- 
somma la linea pq ( fig . 4 42) ovvero qm ( fig . 1 43). Facendo 
strisciare in ambedue i casi i punti p, q del regolo o della 
corda lungo le due linee o i lati della squadra con molo conti- 
nuo, un lapis posto nel punto m segnerà la ellisse con esattezza 
sufliciente per gli usi delle arti e specialmente del falegname 
del muratore, del giardiniere ce. 

208. Metodo delle ohdinatk ai diametri. Descrivere la el- 
lisse ]>er punti, date le lunghezze e le posizioni di due diametri 
coniugali De/, Et-, (fig. li i ) . Dalla estremità E di uno dei dia- 
metri dati si conduca una parallela Er all'altro Dd, e dal cen- 
tro C si abbassi Cr perpendicolare sopra Er ; poi coi raggi Cr 
e CD si descrivano due quarti di cerchio DB, rS cogli angoli al 
centro C opposti al vertice, e si dividano questi archi nel me- 
desimo numero di partì proporzionali, e per semplicità in cia- 
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scun arco si facciano uguali fra loco. Dai punti di divisione 
n, n'. n" ec. dell'arco rS, contrassegnati con ordine progressivo 
a partire da S verso r, si conducano parallelamente al diame- 
tro De/ le indefinite imi, nW, «V ec. 
c dai punti di divisione N, N', N". ec. 
dell arco DII contrassegnati in modo 
simile da I) verso R, si menino le N p, 
Vip'. K n p", ec parallele ad Rr, e quindi 
dai punti p, p'. p", ec., si conducano 
le indefinite pm. pm , j/'m", ec., pa- 
rallele all' altro diametro Ee : i punti 
di incontro m, ni, in", ec. di esse con 
le parallele «in, u'm', n"m", ec. tirate 
dai punti corrispondenti dell arco rS appartengono alla curva: 
E raddoppiando le tnp, m'jj, m"p", ec. ordinate al diametro Dd 
e riportandole al di Ri del diametro Ee a distanze respettiva- 
mente uguali dal centro C, otterremo tutti i punti pei quali 
deve passare la intera ellisse. 1 

209. Dati i diametri coniugali la costruzione per punti si 

1 Per dimostrare che quei punti appartengono all'Ellisse, si consi- 
deri un punto qualunque m, e dal punto di divisione corris|>ondentc N 
iteli' arco DII si conduca NQ parallela a 1W. Siccome gli archi sono divisi 
proporzionalmente, i raggi lo saranno pure, ed avremo 

c? : CQ : : Cr : CR ; 

ma dai triangoli simili V.qB, CrE abbiamo Cq CB " Cr I CE. Dunque 
avremo CB ICQ” CE : CR. e poiché CB = m/>, CQ = Np, eCR = CD, 
sostituendo sara tn/> , N p ’ * CE ’ CD. Ora quadrando si ottiene 

mp :V::gè ! : cd '; 

ma nel cerchio di raggio CD abbiamo N/i — rf/i X/'D : Dunque avremo 

— - * j } 

m P I l 'P X pD ; ; CB I CD ; dalla quale si rileva die mpc una ordinata 
ai diametri coniugali Di/, Ec, che ha per ascisse sul diametro Dd i seg- 
menti i/p, pD:c perciò il punto m appartiene alla curva conforme alla 
proprietà dimostrata alla nota 4 del § 489. 


e.-. ; v 


■ : '• : i. 

jm » 

1 v 


Eig. HA. 
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olliene piu brevemente con un processo analogo a quello te- 
nuto colla somma e colla differenza degli assi (§§ 206, 207), 
Dalla estremità E di uno dei diametri Ee [fùjq 1 45, 1 40), si con- 
duca sull' altro D</ o sul suo prolungamento una perpendicolare 
EQ. e si riporti su di essa la metà CD di questo ultimo Ha E 



Kig. H5. Fig. Ite. 


in Q' al di sopra del punto E (fig. 1 45) o al di sotto di E 
[ fig . 1 40), e dipoi pel punto Q' e pel centro C si faccja passare la 
retta indefinita Rr. Nel primo caso la retta QQ' eguaglia la 
somma della perpendicolare EQ e del semidiametro CD, c nel 
secondo uguaglia la differenza loro. 1 Ciò determinato, si se- 
gnino i tre punti Q, E, Q' sopra una striscia di carta, sopra un 
regolo o sopra una corda, e quindi si muova la striscia in 
modo che i punti Q, Q' percorrano respeltivamente il diametro 
D d, c la retta Rr senza distaccarsene. a Un lapis posto nel 

1 In questo caso siccome le lunghezze e la inclinazione dei diametri, 
possono esser tali che la perpendicolare EQ sia maggiore o minore del 
semidiametro CD, il punto Q’ si troverà al di fuora dei punti Q ed E, 
coinè nella fig. 116, ovvero fra i medesimi. Qualunque sia però la po- 
sizione del punto Q' il processo resta lo stesso, e solo è da raccoman- 
darsi allo studioso di por mente alla corrispondenza delle lettere 
nei diversi aspetti che può prendere la figura. 

1 Per avere una guida sicura nei moti dei punti Q, Q' secondo le 
direzioni Dii, Rr, si pongano a contatto di esse gli spigoli di due regoli. 
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punto M per ogni posizione «Iella strisci» o del regolo segnerà 
un punto della ellisse, e se essa si muove continuamente de- 
scriverà la curva continua. 1 

Compassi clltttlrt — ito. Gli stromenti o meccanismi 
destinati a descrivere la ellisse, analogamente a quelli eoi quali 

come per esempio i lati ili una falsa squadra, allora se si infiggono nel 
regolo mobile ilue perni in luogo ilei punti Q, Q', facendoli strisciare 
sui lati della falsa squadra otterremo con facilità il movimento continuo 
del regolo intorno al centro della ellisse. 

1 II principio che abbiamo richiamalo alla nota del paragrafo pre- 
cedente serve pure a dimostrare elle i punti segnali dal punto M ap- 
partengono alla ellisse. Dal centro C e col raggio CD ifigg. I ti, 116) si 
descriva una circonferenza, si conduca il raggio CD' perpendicolare a Di/ 
e si tiri ED'. Poiché CD', EQ' sono per costruzione parallele ed uguali 
a CD e perciò fra loro, la figura CD'EQ' sarà un parallelogrammo, ed 
ED' uguale e parallela a CQ 1 . Ora mentre che la linea QQ' Ifìg. 445), 
o la linea EQ' ifig. 146) percorre successivamente tutti gli angoli in- 
torno al centro C da E verso B nel senso della freccia, il raggio CD 
percorre il circolo, ed ambedue queste rette si confonderanno nella 
posizione CD e poi nella posizione CR • quando il punto E si troverà 
sul punto r la retta QQ’ o EQ’ resulterà perpendicolare a CD, cioè pa- 
rallela a CD' : le medesime rette si sovrapporranno nelle posizioni Cd 
e Cr, e finalmente ritorneranno alle posizioni che avevano nel punto 
di partenza, e saranno tuttavia parallele. Dalle posizioni che le retto 
prendono in questi movimenti ne concluderemo che esse si manten- 
gono sempre parallele. Pertanto consideriamo la striscia o il regolo in 
una posizione qualunque qq', e dal punto in cui si troverà il lapis M si 
conduca MP parallela a CE, dal punto P 1’ ordinata NP parallela a CD . 
e si tiri MS II raggio CN essendo uguale e parallelo a M q‘, la figura 
NMqC sarà un parallelogrammo, ed NM parallelo a Cq\ ossia a D E : per- 
ciò i triangoli ECD', MPN avendo 1 lati paralleli fra loro saranno si- 
mili, e daranno MP t PN CE \ CD', e quindi quadrando ogni termine 

mp* ; pn ! : : ce’ : eri” . 

ma è CD' = CD, e PN* = DP Prf 

dunque avremo MI’ ; DP.Pi/l'CE CD : 

restando cosi verificata una delle proprietà dei diametri della ellisse, 
il punto M appartiene alla curva, come si potrebbe dimostrare altret- 
tanto per qualunque altra posizione della striscia 

ìt 
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si descrive la parabola (§ 144), si chiamano compassi ellittici 
Le moltiplici proprietà geometriche della ellisse suggeriscono 
l' idea di molte combinazioni meccaniche da servire alla co- 
struzione di vari compassi ellittici I costruttori, specialmente di 
stromenti matematici, troveranno in ciò largo campo per eser- 
citare il loro ingegno. Qui ci limiteremo a dare un cenno del 
meccanismo di quelli fondati sulle principali proprietà della 
curva da noi esposte. Frattanto per I intelligenza del meccani- 
smo di alcuni compassi giova prima di tutto richiamare un 
principio sulla descrizione geometrica-mcccanica della linea 
retta.* 

fn generale si prenda un triangolo isoscele BCD [fig. 147). 
formato di una lastra di metallo o di una tavoletta di legno, ed 
un regolo AC eguale ai lati CB, CD. Una estremità del regolo si 

renda girevole 
N intorno ad un 

pernio A infìsso 
^ ” ' sullo spigolo 

della riga MN, 
e l' altra estre- 
mitàvenga im- 
perniatamobil- 

mente nel vertice C del triangolo. Se il vertice D dell’ angolo 
adiacente alla base del triangolo si fa strisciare a mano o con 
qualche meccanismo lungo lo spigolo AD della riga MN, l’altro 
vertice B concepirà un moto rettilineo, e postovi un lapis trac- 
cerà una linea retta BA, che passerà pel punto fisso A. In- 
fatti, qualunque sia la posizione del triangolo, fatto centro in C 



Fig. H7 


K>g. 148. 


1 Nelle nostre lezioni «li geometria elementare esponemmo anco 
questo processo meccanico per tracciare le linee rette: qui essendo utile 
il rammentarlo, e supponendo i lettori al possesso di quelle lezioni, o in 
generale della geometria elementare ne diamo in pari tempo una pili 
semplice dimostrazione 
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si descriva una circonferenza, che passi pei punti A, B, 1) 
L angolo al centro BCD insistente sulla corda BD. sappiamo 
che è doppio dell'angolo inscritto BAD insistente sulla stessa 
corda: ma l'angolo BCD è costante; dunque anco I angolo 
BAD è costante, cioè il punto B si troverà sempre sulla li- 
nea BA. 

Quando I angolo BCD divenga uguale a due angoli retti, i 
lati CB, CD, si troveranno nella stessa direzione ( fig . 1 48) e si 
confonderanno col diametro BD della circonferenza descritta col 
raggio AC, ed il triangolo si convertirà nel regolo BD: e perciò 
I angolo BAD sarà relló, ossia la linea BA tracciata dal lapis B 
sarà perpendicolare allo Al) della riga DIN. 

211. Ora ecco come si dispone comunemente il compasso 
per descrivere la ellisse, noti ciré sieno gli assi. In un punto 
fisso C dello spigolo della riga MN sia imperniala mobilmente 
I estremità di un regolello CD lungo quanto la metà della 
somma dei semiassi CA, CB (fig. 1 49), ovvero uguale alla metà 
della loro differenza (fig. 1 50), 



Fig 149. Fig 1o0. 

ed all altra estremila D sia nocellato un secondo regoletto D/> 
lungo quanto CD, nel primo caso, o nel secondo caso un rcgolctto 
Dm uguale al semiasse CB ed al regolello CD presi insieme. Se si 
fa strisciare continuamente lungo lo spigolo Aa della riga MN un 
pernio p infisso nella estremità libera del rcgoletto Dp, oppure 
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infisso nel regoletto Dm ad una disianza pmdali estremila m uguale 
al semiasse CB, una punta o un lapis m infilalo nel rcgoletto 
Dp ad una distanza da p di mp— CB, ovvero posto nell estre- 
mità libera del regoletto Dm, descriverà con movimento conti- 
nuo la ellisse. Infatti immaginando prolungato il regoletto l)p 
o Dm fino all' incontro dell asse minore, avremo 

pq — CA -t- CB, o pt i — CA — CB. 

c quindi mentre il punto p si muove lungo CA, il punto q si 
moverebbe lungo l’asse minore (§ 211), e perciò viene ese- 
guito il processo esposto della descrizione e costruzione mecca- 
nica della curva per mezzo di una retta uguale alla somma, o 
alla differenza degli assi (§§ 206, 207). • 

Volendo rendere lo stromento capace di tracciare qualun- 
que ellisse, 1 ingegno dell artista costruirà i regoletti in modo 
che ( operatore possa variare le distanze dei punti C, p, m, dal 
pernio D a seconda delle lunghezze degli assi dati 

212. Dati gli assi A«, B6 della ellisse {fig. lai), si segnino 
sopra Aa i fuochi f, F (§§ 166, 188). 
Sopra due regoli fr, FR posti in cro- 
ce vengano imperniati mobilmente a 
distanze ff, FF' uguali all asse mag- 
giore Aa le estremità di due altri regoli 
/F, fV lungfii quanto la doppia eccen- 
tricilà 2CF = F f della ellisse. Se i 
1 perni f, F di uno dei regoli f F, f F' 
di questo apparecchio si fanno cor- 
rispondere ai fuochi già segnali sopra 
Ki g . )5i. un piano, e si tiene fisso il regolo /F, 

una punta o lapis H infilato nei canali a giorno praticati 
lungo i regoli fr, FR essendo obbligalo nel suo movimento 
a percorrerli simultaneamente, traccerà la ellisse continua- 
mente Per rendere lo strumento allo alla descrizione delle 
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ellissi, qualunque sieno le lunghezze degli assi, proporzionata- 
mente alla grandezza dei disegni pei quali deve servire, 1 in- 
gegnoso meccanico costruirà i quattro regoli variabili in lun- 
ghezza a piacimento del disegnatore, come per esempio, po- 
nendo i perni f, F' sopra due manicotti da fissarsi con viti di 
pressione lungo i regoli fr, FR alla distanza voluta dai punti 
f, F, e facendo i regoli f F, fF' di due pezzi infilati uno entro 
l'altro, e da rendersi rigidi con viti di pressione. 

E facile mostrare la verità della descrizione operata da 
questo strumento ; imperocché in qualunque posizione si trovi 
il lapis M, tirando una linea fV i triangoli f¥'f, f¥'¥ sono 
uguali, e tali divengono i triangoli /MF, /'MF', perciò /M — F'M, 
ma per costruzione F'M -+- MF = A a, dunque /M -+- MF = A a 
(§ ^ 8 ). 

213. Sul medesimo principio di questo stromento può costruir- 
si un altro compasso, il quale sebbene meno semplice, meglio 
si dispone a tracciare la curva di ogni dimensione. Si immagini 
una losanga /PaR composta di quattro regoli uguali (fìg. 152) 
u articolali negli an- 

... goli, e che in unoR 

\ n egg j g j a jnjper. 

li \ P niata la estremità 

M Àr di una riga RN. 

jfL nel di cui canale a 
11 \V J/k giorno possa scor- 

; v fàlmimÈÈi6&È ;A. rere il pernio Pdel- 

\ V f, /.' f angolo opposto. Il 

\ • 1 ' é* pernio dell angolo 

t’ig. «sa. - ^ poi sia da fissarsi 

a piacimento lungo un regolo FA per mezzo di una vile 
di pressione V, ed il suo angolo opposto a sia imperniato 
nella estremità di una seconda riga canalata «0. Questa riga 
venga infilata in un manicotto F novellalo nella estremità del 
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regolo FA, e capace di esser fissato a piacere sulla riga ut) 
colla vite di pressione v. Per usare dello apparecchio 
si fìssi il pernio f ad una distanza dal pernio del manicotto F 
uguale alla doppia eccentricità, mentre il pernio F si (isserà 
sulla riga aO distante dall' angolo a quanto è lungo 1 asse mag- 
giore dell'ellisse da descriversi. Con questa disposizione si 
applicano i perni F, f sopra i fuochi segnati sopra un piano, 
e movendo una punta o lapis M infilata, e perciò obbligata a 



scorrere contemporaneamente nei canali delle righe «0, UN 
fracceremo con moto continuo la curva. ’ 

' jì da avvertire clic quando il lapis M sarà giunto al vertice della 
curva più prossimo ad F, i regoli aO, FA c la diagonale fa si troveranno 
nella stessa direzione, ed avremo fa = fY -4- Fa. Ma deve essere sempre 

/T-t-F“ . , 

alt -4- R f > fa dunque sarà aR -4- R f > [V -4- Fa ossia aR > , cioè 

la lunghezza dei regoli della losanga fVa\\ dovrà prendersi sempre 
maggiore della semisomma delle lunghezze massime della doppia 
eccentricità e dell'asse maggiore, di cui sarà suscettibile la costruzione 
del compasso, ossia maggiore degli interi regoli aO, FA presi insieme. 
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Infatti in qualunque posizione si trovi il compasso, ossia il 
lapis M.si tiri fa ed fM. Siccome le diagonali di una losanga si 
tagliano ad angolo retto, ogni punto della riga RN è ugual- 
mente distante dai punti a ed f, e perciò ÌAa — Mf; ma per 
costruzione Fa— FM-f-Ma; dunque Fa — FM -+■ Mf, cioè la 
somma dei raggi vettori eguaglia l'asse maggiore (§ 172), e 
conseguentemente la riga RN darà la posizione della tangente 
nel punto M 

214. Dati gli assi, sul principio della proporzionalità delle 
ordinate del cerchio e dell'ellisse ecco come immaginerei un 
compasso. In un telaio metallico o di legno xyx' ifig. 153), di 
forma qualunque, sieno fissali gli anelli x, a! ed y, y' in modo 
che vi possano scorrere respetlivamente le verghe XX', ed YY' 
perpendicolari fra loro. La verga XX' porti fissa a squadra la 
riga DO canalata a giorno, ed alla verga YY' sia fissata inva- 
riabilmente a croce rettangola la riga RQ, di cui il canale a 
giorno interrompa la verga medesima. In un pernio fisso C 
venga articolata l'estremità di un regolo SC, in cui possano 
fissarsi a distanze variabili da C i perni N, B mediante le viti 
di pressione V, v. Ora se il pernio N fissato ad una distanza 
NC uguale al semiasse maggiore può scorrere dentro il ca- 
nale della riga FO, ed il pernio B fissato ad una distanza BC 
uguale al semiasse minore può scorrere nel canale dell’ altra 
riga RQ, è chiaro che movendo il regolo SC intorno a C. la 
riga PO si moverà parallelamente a YY', e la riga RQ paralle- 
lamente ad XX'; perciò un lapis M obbligato a scorrere in am- 
bedue i canali DO, RQ, avrà un movimento resultante, e trac- 
cerà una semi-ellisse, di cui NC, BC sono i semiassi Volgendo 
oppostamente lo stromento si traccerà I’ altra metà. Che il la- 
pis M tracci la curva si verifica facilmente, poiché in qualunque 
posizione si trovi, i triangoli NMB, NPC daranno sempre 

mp : np :: bc : NC; 

ma il rapporto BC ! NC è costante; dunque le ordinale della 
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curva descritta saranno proporzionali a quelle del circolo de- 
scritto col raggio NC, ossia col semiasse maggiore (§ 171). 

21 5. Per compiere tutto ciò che abbiamo esposto in questa 
lezione sulla costruzione meccanica dell’ ellisse, mostriamo co- 
me, dati soltanto i diametri, le loro proprietà somministrino 
l’ idea di un compasso ellittico. 

Siano Dd, Ee i diametri coniugati dati ( Figg . 1 54, 1 55) ; 
primieramente dal vertice E di un diametro si conduca una 



Fig. 154. Fig. 155. 


perpendicolare indefinita sul suo coniugato Dd, e si riporti su 
di essa il semidiametro CD da E in Q* al di sopra di E (fig. 154) 
o al di sotto (fig. 155), e si tiri CQ'; ma per il punto di mezzo 
0 di Cty menando OQ, il triangolo QO(y sarà isoscele, e stri- 
sciando l’ angolo Q sopra CD, mentre il vertice 0 fa girare CO 
intorno a C, l'angolo (/ percorre la linea CQ* (§ 210); dunque 
il punto E della base QQ? del triangolo o del suo prolunga- 
mento descriverebbe la ellisse (§ 209). Ciò esposto e dimostrato, 
si prenda un regoletto Co uguale al lato OQ del triangolo OEQ. 
e si imperni mobilmente una sua estremità nel punto fisso C 
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dello spigolo di una riga RS ; e 1 altra estremità venga articolata 
nel vertice o di un triangolo oiiq formalo di legno o di metallo 
perfettamente uguale al triangolo OEQ. È chiaro che applicando 
lo spigolo della riga RS sul diametro Dd, ed il pernio C sul 
centro, se si fa strisciare lungo lo spigolo della riga un pernio 
posto nell'angolo q del triangolo oMq un lapis M adattalo nel 
terzo angolo libero, traccerà con moto continuo la ellisse, di 
cui Dd, Ee sono i diametri coniugali. 

Un apparecchio siffatto non serve che a tracciare l' unica 
ellisse per la quale è costruito, ma non è diffìcile il comprendere 
che il triangolo o.Mc/ potrebbe formarsi di tre regoli, variabili in 
lunghezza per mezzo di qualche meccanismo, e variabile ren- 
dendo pure lo lunghezza del regolo Co; ed allora l'apparecchio 
si presterebbe a descrivere la curva qualunque sieno le lun- 
ghezze c la inclinazione dei diametri coniugati. 
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Combinazioni della Ellisse coi jmligmi, col circolo e colla Ellisse . — 
Misura della Ellisse. — Ellissoide. — Misura della Ellissoide. 


ComhlaiKBlonl della ellisse, col |ioligoul, eoi cir- 
colo e eolia ellisse. — 21 G. È in vario modo importante 
alle arti, c torna vantaggioso specialmente all' ornativa, il saper 
combinare la ellisse coi poligoni, coi cerchi, c colle ellissi 
stesse. Tali combinazioni sono innumerevoli, e presentano al- 
trettanti problemi, che la pratica risolve ordinariamente con 
costruzioni grafiche. Tutto ciò appartiene allo studio della Geo- 
metria descrittiva, ed alle esercitazioni del disegno geometrico ; 
ma qui non potendo uscire dallo stretto ordine di materie che 
ci siamo prefissi, accenneremo di volo le principali considera- 
zioni cui danno luogo quelle combinazioni, e che possono il- 
luminare gli artisti nell' accingersi ad operare. 

21 7. Le combinazioni della ellisse e dei poligoni offrono quat- 
tro casi principali, cioè di inscrivere e circoscrivere un poligono 
ad una ellisse data ; di inscrivere e circoscrivere una ellisse 
ad un poligono dato. Taceremo dell inscrizione e circoscrizione 
dei poligoni irregolari all' ellisse perchè sono di pochissima uti- 
lità, e d'altronde sono troppo facili ad eseguirsi. La inscrizione 
e circoscrizione poi della ellisse ai poligoni irregolari „ possono 
presentare nella pratica qualche interesse ed offrono i casi i più 
notevoli di considerazione ; la prima operazione si riduce a 
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descrivere una ellisse che passi per un cerio numero di punii 
dati, c la seconda a descrivere una ellisse che resulti tan- 
gente ad un certo numero di rette date di posizione. 

218. Due triangoli equilateri ADC, BKF [fig. 15tì) si pos- 
sono inscrivere nella ellisse purché abbiano un lato parallelo 
ad uno degli assi. Quello che ha un lato EF parallelo ali asse 

maggiore A a sarà il più gran- 
de, e l'altro che ha un lato DC 
parallelo all'asse minore B b, 
sarà il più piccolo di tulli i 
triangoli regolari che |>ossono 
inscriversi. Due pure sono i 
triangoli equilateri circoscritti 
all ellisse che meritano una 
Fig. 156 . qualche considerazione, ed han- 

no i lati paralleli a quelli degli inscritti 

Una infinità di ellissi difTercnli possono essere circoscritte 
o inscritte in un triangolo qualunque, poiché tre punti o tre 
tangenti non bastano per determinare una ellisse. 

219. Essendo infinite le coppie di diametri coniugati che 
possono condursi nella ellisse, infiniti divengono i parallelo- 

grammi da inscriversi o cir- 
coscriversi allcllisse. Quando 
sieno noti due diametri coniu- 
gati D d, Ee (jìg. 1 5J), le quat- 
tro corde della ellisse tirate 
alle loro estremila formano 
il parallelogrammo inscritto 
DErfe. Due sono i circoscritti, 
secondo che i loro lati sono paralleli a quelli dell inscritto, o 
tangenti negli estremi dei diametri : nel primo caso le diagonali 
coincidono con quelle dell inscritto, e nel secondo sono pure 
due diametri coniugali Prendendo due diametri qualunque pcr- 
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pendicolari fra loro, il parallelogrammo diviene una losanga, e le 
diagonali non sono diametri coniugati se non quando coinci- 
dono cogli assi. Se i diametri sono uguali il parallelogrammo è 
un rettangolo, e se inoltre sono perpendicolari fra loro è un 
quadrato. Siccome le posizioni di quattro punti o di quattro 
rette non bastano a determinare una ellisse, la inscrizione e la 
circoscrizione della ellisse ad un parallelogrammo qualunque 
si può ottenere in modi infiniti ove non sia definita da nuovi 
dati di costruzione. 

Infine i rapporti di superlicie che esistono fra i parallelo- 
grammi inscritti e circoscritti sono interessanti a conoscersi, ma 
qui non abbiamo nè i mezzi nè il tempo per trattenerci util- 
mente su di ciò. 

220. Le combinazioni della ellisse coi parallelogrammi of- 

frono moltiplici applicazioni. Il giardiniere nella formazione dei 
giardini, l' intarsiatore e il marmista nella disposizione dei ta- 
volati ( parquet ) e dei pavimenti, c lutti gli artisti insomma chi' 
debbono ornare con figure regolari i loro prodotti si trove- 
ranno in generale a inscrivere o circoscrivere i parallelogram? 
mi all’ ellisse e viceversa, e specialmente le losanghe, i rettan- 
goli ed i quadrati. - ; 

221. È impossibile di inscrivere, o di circonscrivere un 
pentagono regolare ad una ellisse, e di circoscrivere o di iscri- 
vere una ellisse al medesimo poligono In questi casi la curva 
corrispondente si riduce ad un circolo Siccome la Geometria 
dimostra che le posizioni di cinque punti o di cinque tangenti 
sono suflìcenli a determinare una ellisse, possiamo sempre cir- 
coscrivere o inscrivere la ellisse in un pentagono irregolare dato. 
Le cinque condizioni determinando completamente la ellisse, 
resta impossibile operare sopra un esagono, ed a più forte ra- 
gione sopra un poligono di maggior numero di lati, a meno che 
questi non abbiano una particolare disposizione. 

222 Ora è da notarsi che il numero dei punti .che una el- 
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lisse può aver comuni col circolo non può esser più di quattro. 
I problemi adunque sulle combinazioni della ellisse col circolo 
si riducono a costruire una ellisse, che abbia uno, due, tre o 
quattro punti comuni con un dato cerchio, e viceversa. Quando 
le due curve non debbono aver di comune che un punto, esse 
sono tangenti per la concavità o per la convessità, e le respet- 
tive normali si trovano nella stessa direzione. Se il circolo 
venga richiesto della stessa curvatura della ellisse nel punto di 
contatto, allora si tratta di cercare il circolo osculatore corrispon- 
dente (§§ 20, 21), ed il problema si riferisce alla curvatura 
delle linee. Quando i punti comuni sono due. le curve possono 
tagliarsi o toccarsi in ambedue, c tagliarsi in uno mentre si 
toccano nell' altro. Quando poi i punti sono tre, uno di essi 
è. un punto di contatto. In generale in tutti questi casi il proble- 
ma che presenta la combinazione delle curve riesce indetermi- 
nato ove non si sottoponga la soluzione a condizioni particolari 
Lo stesso avviene per la combinazione della ellisse e del cir- 
colo, che debbono aver comuni quattro punti, nei quali le curve 
necessariamente si tagliano 

22.1. Due ellissi non possono aver più di quattro punti co- 
muni senza confondersi insieme. Se esse hanno uno, o due. o 
tre, o quattro punti comuni, si applicheranno per ciascuna 
combinazione le considerazioni analoghe (§ 222) clic abbiamo 
fatte per ciascun numero di punti comuni dell ellisse e del 
circolo 

224. Ora resterebbe a parlare delle combinazioni di due 
ellissi che non hanno alcun punto comune Le sole di questo 
genere che meritano veramente di esser apprezzate sono le El- 
lissi concentriche Questa parola non deve usarsi nel senso ri- 
goroso adopralo per le circonferenze, ma deve riferirsi soltanto 
a due ellissi che hanno il centro comune, fra le quali mostre- 
remo il seguente caso importante a conoscersi dai costruttori 

225 Sieno AB ah. A' fi VA' due ellissi col centro comune C. 
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( fig ■ 158), e coi respettivi assi nella stessa direzione. Suppo- 
nendo che la differenza AA' degli assi maggiori uguagli quella 
BB' degli assi minori, e riportando CB in CD e CB' in CD', ab- 
biamo AA'=: DD', ed aggiungendo la porzione comune A'D avre- 
mo AD = A'D' ; cioè la differenza dei semiassi della ellisse 
grande uguaglia quella dei semiassi della piccola. Ora da un pun- 
to qualunque m conduccndo 
mq uguale all asse maggiore 
CA, sappiamo che pq ugua- 
glia la differenza AD = AD' 
(§ 200). Dunque 

ni m' — A A' = BB'. 

G siccome mq non si trova 
giammai nella posizione del- 
la normale comune alle due curve, tranne quando coincide cogli 
assi in cui min' si confonde con A A' e BB', perciò due ellissi 
concentriche e cogli assi nella stessa direzione non possono essere 
equidistanti o parallele. 

220. Questo principio è da avvertirsi nelle applicazioni di 
simili ellissi concentriche. Una volta avendo ordinariamente per 
lutto la medesima grossezza la curva di estradosso è parallela a 
quella di intradosso. Se questa dunque è una ellisse l’ altra non 
può esser della medesima natura, e viceversa. 

Se i due lembi di una striscia di carta, di legno ec. sono el- 
littici, la striscia non è della stessa larghezza, e se i lembi sono 
paralleli uno di essi non è un ellisse. 

Questo fatto in generale è completamente ignorato dagli ar- 
tieri, e perciò si rammentino che dopo aver tracciata la ellisse 
per curva interna o di intradosso, devono condurre tante nor- 
mali, e portare su di esse la grossezza della volta o la larghezza 
della striscia; e cosi determinali altrettanti punti, per essi con- 
durranno (§§ (12 al 68) una linea curva, che sara parallela alla 
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prima o alla curva di estradosso A suo luogo insegneremo a co- 
struire le curvo di estradosso dipendentemente da altri principii 
misura della ellisse. — 227 In una Figura ellittica si 
presentano due cose da misurarsi, il contorno e la superficie da 
esso racchiusa. 

Sebbene la ellisse sia una curva di lunghezza finita, la Geo- 
metria non somministra alcun mezzo per ottenerne con esat- 
tezza la misura lineare, e fa d’ uopo ricorrere ai metodi gene- 
rali di approssimazione (§§ 70 al 76). Parimente la misura 
superficiale o la quadratura non si ottiene che approssimativa 
(§§ 77 all' 83), ma può impiegarsi un metodo particolare fon- 
dato sopra la seguente relazione, che esiste fra la superficie della 
ellisse e del cerchio che ha per diametro uno degli assi. 

228 Sull'asse Aa della ellisse ABat come diametro si de- 
scriva la circonferenza ADad [fìg. 1 59), e dai punti p, pi, p", ec. 

presi sul medesimo si elevino al- 
trettante ordinale rettangole, e si 
uniscano fra loro i punti d’ incon- 
tro m, tu', tu", ec. colla ellisse, c 
ri, n', u", cc. col circolo, inscriven- 
do cosi nella semiellisse e nel se- 
micircolo due poligoni corrispon- 
denti. In virtù della proporzionalità 
delle ordinate della ellisse a quelle 
del circolo (§ 171), 

) mp \ np ” CB I CD 
avremo i / » , # » . . ^ n ^ p» 

I mp . wp . . CB . CD, 

e sommando queste proporzioni otterremo 

mp ■+- tuffi : np 4- tipi :: 2cb : 2CD 

mp 4- mV tip 4- n'p' 

ossia ^ g II CB ! CA, 

cioè le aree dei due trapezi mpp'vi', npp'ti' espresse dai ter- 
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mini della prima ragione, slanno fra loro come CB sla a ('A ; c 
nella medesima ragione staranno parimente lutti gli altri tra- 
pezi ; ma le somme dei trapezi formano i poligoni inscritti re- 
spctlivamcnte nella semiellisse e nel semicircolo: dunque l’area 
del poligono inscritto nella semiellisse starà a quella del poli- 
gono inscritto nel semicircolo come CB sta a CA. 

Ora il primo poligono uguaglia la semiellisse meno la som- 
ma delle lunette ellittiche, ed il secondo poligono è uguale al 
scmicircoto diminuito della somma delle lunette circolari ; ma a 
misura che i punti p, p', p", ec. si aumentano all’ infinito, le lu- 
nette variano, e possono divenire più piccole di qualunque quan- 
tità assegnabile e trascurabili rispetto alla scmiellissc cd al se- 
micircolo che rimangono costanti : dunque la semiellisse ed il 
semicircolo giungeranno ad uguagliare i respettivi poligoni, c 
staranno fra loro nella medesima proporzione ; ’ cioè /’ area 
della ellisse sla a quella del circolo che ha pei • diametro il gran- 
fi' asse, come i asse minore sla al maggiore. Se invece avessimo 
descritto la circonferenza sull asse minore come diametro, con 
una simile dimostrazione saremmo giunti a stabilire il principio 
analogo che i area della ellisse sta a quella del circolo che ha 
per diametro il piccolo asse, come l asse maggiore sla al minore 

229. Dal principio esposto ne consegue evidentemente il 
mezzo facile di misurare la superficie di una figura ellittica, di 
cui sono conosciute le lunghezze degli assi. A tale effetto consi- 
derando il primo caso (§ 228. fig 159), avremo 

area Miai) \ area A Unti ” CB CA ; 


1 Questa dimostrazione è analoga a quella che abbiamo adopraln 
per stabilire la relazione, elle passa tra 1‘ area del settore parabolico 
c lo spazio esterno compreso fra la direttrice e l’arco stesso (§ lóti, 
la quale in sostanza non è che una applicazione del cosi dello prin- 
cipio dei limili, ed a cui potremmo in aggiunta ed a maggiore schia- 
rimento applicare con ragionamento analogo la dimostrazione all’as 
surdo della nota del paragrafo medesimo. 
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ma essendo n il solito rapporto della circonferenza al diametro, 
abbiamo dalla Geometria elementare 

— * 

area ADad = w x CA . 

Dunque avremo 

area AB ab n X CA* ” CB ; CA, 
da cui facendo il prodotto dei medi e dividendolo per 1 estremo 
cognito si ottiene 

area AB ab =ir X CA X CB ; 

come ugualmente si otterrebbe dal secondo caso : perciò date 
le lunghezze degli assi si misura la superfìcie della ellisse molti- 
plicando il prodotto dei semiassi pel rapporto della circonferenza 
al diametro. 

Per esempio: facendo Aa = 54 centimetri, e B6 = 27 cen- 
timetri, il prodotto dei semiassi è 


c poiché 
avremo 


54 27 

2* X -j - 499,5, 
rr = 3,1 44 5926, 

area ABaò = 3,4 44 5926 x *99,5 ; 


e quindi effettuata la moltiplicazione otterremo la misura della 
superfìcie della ellisse corrispondente di centimetri quadrali 
4 569,2. 

230. La misura della ellisse dà il modo di risolvere il se- 
guente 

Problema. Descrivere un circolo che abbia la medesima su- 
perficie di una ellisse data AB ab [fig. 460). Sull’asse maggiore 
A a si riporti il semiasse minore C6 dal centro C in N, e sul 
segmento AN come diametro si descriva la semicirconferenza 
AMN, la quale taglierà in M il prolungamento dell’ asse minore 
B6. L’area del circolo MDrrnf descritto col raggio CM equivarrà 
alla superficie della ellisse ABaò Infatti l’area della ellisse sarà 
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espressa da n x CA X CB (§ 229) e quella del circolo da 
7T x CM* ; ma per costruzione CA ; CM ;; CM ; CB, ossia 

CM* = CA x CB ; dunque «• x CM =r n x CA x CB, cioè le due 
superimi sono equivalenti. 

231. La relazione fra la superficie della ellisse e del cir- 
colo (§ 228), da cui abbiamo de- 
dotta la quadratura della ellisse 
(§’229), è il principio fondamen- 
tale della misura di ogni porzione 
di superficie ellittica. Descritta col 
semiasse CA una circonferenza 
ADfld [fig 101) concentrica all'el- 
lisse ABaò.si conducano due corde 
qualunque Nn, NW parallele al- 
1' asse minore B6 Pel principio suddetto avremo la proporzione 
MMWm I WS'n'n ” B6 ! Aa ; ma i termini B6 ed Aa sono co- 
gniti e la misura del segmento circolare NN'n'n si ottiene per 
mezzo della Geometria elementare. Dunque il valore del quarto 

termine MMWm si ottiene divi- 
dendo il prodotto dei medi per 
l estremo cognito : cioè l'area del 
segmento ellittico fonnato da due 
corde parallele all' asse minore si 
misura dividendo per l asse mag- 
giore il prodotto numerico dell'asse 
minore del segmento circolare cor- 
rispondente. 

Se invece le due corde sono 
parallele all' asse maggiore, la 
misura del segmento ellittico si otterrà dividendo per l’asse minore 
il prodotto deli asse maggiore j>el segmento circolare corrispon- 
dente (§ 228). 
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232. Dal centro C (fig. 101) si conducano le rette CM, CU', 
ai punti M, M' della ellisse, cd i raggi CN, CN' ai punti N, N' 
del circolo. Il settore ellittico MCM' si compone della somma 
del semisegmento MPP'M' e del triangolo P'CM', diminuita del 
triangolo PCM, mentre il settore. circolare NCN' si compone della 
somma del seraisegmento circolare NPl 'N', e del triangolo P'CN', 
diminuita del triangolo PCN ; ma i segmenti MPP'M', NPI^N', 
abbiamo veduto che sono proporzionali agli assi, e dalla Geo- 
metria sappiamo che i triangoli P'CM', P'CN' di base uguale 
P'C. e i triangoli PCM, PCN di base uguale PC sono respettiva- 
mente proporzionali alle loro altezze, e per ciò proporzionali ai 
medesimi assi: dunque i settori staranno nella medesima ra- 
gione, ed avremo ,;hi , 

seti. MCM' ; seti. NCN' ; ; Bò : Aa, 
da cui si rileva che l' area del settore ellittico si misura divi- 
dendo il prodotto numerico del settore circolare corrispondente e 
dell' asse minore, per i asse maggiore. 

233. Tirata la corda MM'. il segmento ellittico MSM' (fig. 101) 
si compone del settore MCM'S diminuito del triangolo MCM', e 
perciò si misura l area d’ un segmento ellittico, formato da una 
corda qualunque, sottraendo dalla misura dell’area del settore 
(§ 232) che ha per base l' arco del segmento, quella dell’ area del 
triangolo corrispondente che ha per base la corda del medesimo 

23i. Se il segmento MM'R'R [fig. 161) da misurarsi sia for- 
mato da due corde qualunque MM'. RR', allora è chiaro che si 
misura /’ area di un segmento ellittico formato da due corde, 
prendendo la differenza delle misure dell' aree dei segmenti for- 
mati da ciascuna corda (§ 233). 

Ellissoide. — 235. La superfìcie di rivoluzione (§ 13), che 
si supponga generala da una ellisse che giri intorno ad uno 
de' suoi assi si chiama ellissoide. Se la rivoluzione si fa intorno 
all' asse maggiore essa si dice ellissoide allungata e prende una 
forma simile a quella dell uovo; quando si fa intorno all'asse 
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minore si nomina ellissoide compressa, c rassomiglia alla forma 
di una arancia o meglio di una cipolla. 

236. Dalla generazione della ellissoide se ne deduce che : 

1° Ogni sezione fatta da un piano perpendicolare all'asse di 

rotazione è un circolo ; 

2° Le sezioni fatte dai piani che passano per l’asse mede* 
simo, ossia le ellissi meridiane, sono uguali all’ ellisse genera- 
trice; 

3° Qualunque sezione fatta da un piano che tagli obliqua- 
mente l’asse di rotazione è una ellisse differente dalla genera- 
trice ; 

4° Nell' ellissoide allungata i fuochi di tutte le ellissi meri- 
diane sono situati sull asse di rotazione nei punti stessi ove si 
trovano quelli dell’ ellisse generatrice, ed i loro vertici coinci- 
dono coi poli della superficie ; 

5° Nell’ellissoide compressa i fuochi delle ellissi meridiane 
sono situali distintamente sopra il cerchio generato dai fuochi 
della ellisse generatrice, ed i vertici sul cerchio massimo gene- 
rato dai vertici della medesima ; 

6° In ambedue le ellissoidi ogni piano meridiano divide la 
superficie in due parti uguali e simmetriche, ed è perciò un 
piano di simmetria ; 

7° II cerchio massimo perpendicolare all’ asse di rotazione 
è pure un piano di simmetria in ambedue le ellissoidi; 

8° La normale condotta ad un punto di un' ellisse meridia- 
na è pure normale all'ellissoide nel punto medesimo; 

9° Il piano perpendicolare alla normale nel punto ove essa 
incontra la superficie è tangente alla ellissoide, ed ogni retta trac- 
ciata su di esso che passi pel punto di contatto è una tangente. 

237. Le superfìcie delle ellissoidi allungata e compressa si 
costruiscono sul tornio in un modo analogo alla loro genera- 
zione. Determinata l’ ellisse generatrice si forma una sagoma o 
guida uguale alla sua melò data dall' asse maggiore se si tratta 
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di un'ellissoide allungata, o data dal minore se di una ellissoide 
compressa. Facendo coincidere l' asse maggiore o I asse minore 
della sagoma coll' asse di rotazione del tornio, uno stromento 
operatore guidalo dalla sagoma potrà costruire 1’ ellissoide al- 
lungata, o la compressa. 

238. Nell’ arte di fabbricare occorre talvolta di coprire uno 
spazio cilindrico a base circolare con una cupola in volta a se- 
sto scemo o a sesto rialzato ; nel primo caso può impiegarsi una 
semi-ellissoide compressa e nel secondo una semi-ellissoide al- 
lungata, di cui gli assi di rotazione coincidano con quello verti- 
cale del cilindro. Se il cilindro fosse a base ellittica può pure 
coprirsi con una cupola della forma di una semi-ellissoide com- 
pressa, o allungata, la quale avrà invece 1’ asse di rotazione 
orizzontale, e la prima avrà un sesto più rialzato della seconda. 
Per render più distinto l'eco delle sale parlanti alle pareti del 

cilindro ellittico si 
sovrappone una ellis- 
soideallungata(§183. 
e nota 1). 

239. Nei gabinetti 
di Fisica talvolta si 
fa uso di rcfletlori me- 
tallici costruiti in for- 
ma di callolle di el- 
lissoide allungata. Le sezioni che danno luogo a queste callolle 
sono, fatte in una ellissoide aBAò (fig. 162) da piani mn, MN 
perpendicolari ali asse di rotazione oA e che passino presso i fuo- 
chi f, F ; per cui i lembi dei reflettori sono due circoli (§ 236, 1°). 
Siccome nei fuochi f, F si confondono quelli di tutte le ellissi me- 
ridiane {§ 236, 4”) tutti i raggi che emanano da una sorgente di 
calore o di luce posta in uno dei fuochi f dopo aver colpito la 
superficie concava della callotta man o della MAN avranno la 
proprietà (§ 183) di reflettersi nell' altra F della callotta MAN. 






Fig. 162. 
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e riscalderanno e perfino bruceranno, o illumineranno un corpo 
posto in questo punto, mentre ogni altro corpo situalo fuori del 
medesimo non risentirà nè calore nè luce, o al più sarà debol- 
mente riscaldato e illuminato dai pochi raggi lanciatigli diretta- 
mente. Se si impiegasse un solo refleltore pian, il corpo F sa- 
rebbe riscaldato o illuminato con minore intensità, perchè esso 
non riceverebbe che i raggi reflessi soltanto dall' unico refleltore 
man. In ogni caso nelle esperienze i refleltori non possono col- 
locarsi che ad una sola distanza corrispondente alla doppia ec- 
centricità f¥ della ellissoide alla quale appartengono. 

240. Supponendo che 1’ asse di rotazione V6 di una ellissoide 
aMNAò (fg. 163) passi pel centro C di una sfera VNOM, o coin- 
cida con quello di un cono retto circolare BVD o di un cilindro 
retto circolare SPQR, la intersezione della ellissoide con ciascuna 
superficie dei tre corpi rotondi è un circolo ; infatti la generazione 
dell’ una come delle altre facendosi per 
una rivoluzione intorno all' asse comune 
V6, in questo movimento il punto M 
ove si tagliano le linee generatrici del- 
l’ ellissoide con la superficie di ciascuno 
dei corpi rotondi descriverà un circolo 
che apparterrà all' ellissoide come ad 
ognuna delle altre superficie. In qua- 
lunque altra posizione si trovino i tre 
corpi rotondi la intersezione talvolta può 
esser una ellisse, ed il più sovente una curva a doppia curvatura. 

Questi principii, e le considerazioni a cui ci condurrebbero 
le intersezioni che nascono dal combinare la ellissoide con qua- 
lunque superficie danno luogo ad importantissime applicazioni 
alle arti e specialmente al taglio delle pietre ed alle ombre, ma 
tuttociò non essendo di competenza di queste lezioni, rimandia- 
mo gli artisti, a cui importa lo studio di simili applicazioni, ai 
trattati speciali di Geometria descrittiva. 



Fig. 163. 
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Maura della ellissoide. — 241 La misura della su- 
perficie di una ellissoide non si può ottenere che approssimati- 
vamente impiegando un metodo applicabile a tutte le superfi- 
cie di rivoluzione, facendo cioè la somma delle misure delle 


superfìcie dei coni e dei tronchi di cono di cui si può supporre 
composta. Lo stesso si farà per la misura di una porzione qua- 
lunque di superficie. Per valutare però le superficie di questi 
coni e di questi tronchi di coni è d' uopo di determinare i loro 
apotemi, e i diametri dei circoli che loro servono di base. Quando 
sieno noli gli assi ha, B6 (fig. 1 64) della ellisse generatrice, si 
costruisca la curva, e poi si conducano in una sua metà le rette 
D d, Ee, F f, G g, ec. parallele all’ asse maggiore A a se 1* ellissoide 



Fig 164. 


è compressa, o le rette D d’, Ee', 
F f, Gg 1 , ec. parallele ali asse mi- 
nore se allungata. Le prime pa- 
rallele saranno i diametri delle 
circonferenze delle basi dei tron- 
chi di cono componenti l'ellissoide 
compressa, e le seconde i diametri 
delle basi dei tronchi di cono 
componenti rallungata, e le distan- 


ze DE, EF, FG, ec. i loro comuni apotemi. Con questi elementi 


la Geometria elementare ci somministrerà le misure di tulle le 


superficie dei tronchi di cono, e del cono che ha il vertice 
comune con quello della ellisse ; ed infine presa e raddoppiata 
la loro somma, avremo la intera superficie dell’ una o dell’ altra 
ellissoide, e sarà tanto più prossima alla vera quanto più le pa- 
rallele condotte nella generatrice saranno vicine fra loro. 

Se gli assi non fossero conosciuti, per determinarli si prenda 
un telaio rettangolare, capace di allungarsi e allargarsi : sullo 
spigolo di ciascun Iato vi sia un indice che si trovi sempre 
sulla metà. Presentando il telaio all’ellissoide, in modo che gli 
spigoli dei quattro lati tocchino la superficie nei loro punti di 
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mezzo, quando saremmo giunti ad ottenere il massimo ingrandi- 
mento del telaio, allora il lato più grande rappresenterà la lun- 
ghezza dell' asse maggiore ed il più piccolo quella del minore. 
Dipoi si procederà col metodo esposto. 

242. La Geometria analitica dimostra che il volume com- 
preso da una ellissoide equivale a due terzi di quello del cilin- 
dro retto che ha per altezza l' asse di rotazione e per base il 
massimo cerchio parallelo 1 Da questo principio fondamentale di 
equivalenza ne consegue che : 1 0 L' ellissoide allungala e i el- 
lissoide compressa non racchiudono lo stesso volume, e la prima 
sla alla seconda come i asse minore al maggiore ; 2° Si misura 
la solidità dell’ellissoide allungata prendendo i due terzi del 
);rodotto numerico che si ottiene moltiplicando la misura del 
circolo che ha per diametro l'asse minore, per la lunghezza 
deli asse maggiore ; 3° La misura deli ellissoide compressa si ot- 
tiene prendendo i due terzi deli area del circolo che ha per 
diametro i asse maggiore moltiplicala per l’asse minore. 

1 II volume V dei solidi di rivoluzione esprimendosi geueral- 
/• 6 ! 

mente con V =* / y'-dx ed essendo = —, (ìa — X) x l’ equazione 

della ellisse ove b ed a sono i semiassi minore e maggiore, avremo 

/"» 6* 6* / a> \ 

per PellissoideV=jr f — ia — x)xdx — it X — x’^a — yl, in cui fa- 
cendo x = 4 a e riducendo, avremo per l'ellissoide allungata 
V = yX « X a X b' t 
ossia poiché 5a=-y(o, 6=CB (fig. 164), sarà 

<4 5 — t 

(t) V = 3 X*CB X An, in cui *CB XAa esprime il volume del 

cilindro di base sCB’ e di altezza Aa. Cangiando nell' equazione gene- 
rale y in x e viceversa, e sostituendo il valor di x tratto dall' equa- 
zione della curvo, ed infine facendo y = ib, avremo similmente per l' et- 

lissoide compressa (4) V' = — X * C A ! X B6. E paragonando i valori (I ) 

u 

o (4) avremo V ] V' •• B6 ; Aa. 
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Proprietà geometriche della Iperboli. — Diametri e Asintoti. — 
Tangenti e Normali. — Descrizione e costruzione della Iper- 
bato. — Misura della Iperbola, e Iperboloide 


Proprie!» jteomctriclie della Iperbola. — 243. L'ul- 
lima fra le sezioni coniche, la Iperbola, non viene impiegala quanto 
la ellisse, c la sua utilità si limila ad alcuni casi ed in certe 
arti; ciò dipende dal non esser quella curva chiusa come quesja. 
Ciononostante la conoscenza delle sue proprietà e dei metodi 
di costruzione sarà importante pei costruttori di stromenli ma- 
tematici, pei disegnatori, per gl’ incisori, e pei litografi che 
devono eseguire le tavole di libri di matematica. La iperbqla 
gode di mollissime proprietà, la maggior parte delle quali sono 
analoghe a quelle della ellisse 1 Per amor di brevità e per 
non togliere un tempo prezioso agli artisti coll’ occuparli in 
uno studio non richiesto dagli stretti bisogni delle loro industrie 
saremo più concisi, e tralasceremo di ripetere le dimostrazioni 
che sono analoghe a quelle date per la ellisse. 

214. In pratica non si considera che una sola branca di 


1 Dalla equazione generale delle sezioni coniclic y = px già 

ftQ 

Ha noi richiamata (§ <05 noia <) si argomenta a priori questa analogia, . 
|K)i('liè I’ equazioni delle due curve non differiscono che pel segno. 
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iperbola, ma per (issare le idee supponiamo di avere due bran- 
che MA'M'. [fiy. 165). La porzione A a dell'asse limitala 

dalle due curve, come nella 
ellisse, si chiama asse mag- 
giore, primo, o trasverso ; il 
punlo di mezzo C ed i punii 
A, a sono il centro ed » vertici 
della iperbola (§§ 103, 104). 
La perpendicolare indefinita 
elevata sopra A a nel punlo C 
è un secondo asse illimitato; 
ma supponendolo definito dalle curve MBN, M'/A' della ispet- 
tiva iperbola coniugata (§ 104). la sua porzione Uh si dice asse 
minore, secondo 0 coniugato della iperbola dola. In generale 
in due iperbole coniugale 1 asse maggiore di una è il minore 
dell'altra e viceversa, diportando poi la retta AB che unisco 
gli estremi degli assi, da C in F e in f, i punti F, f sono i fuo- 
chi, la porzione CF = Cf ne è la eccentricità, ed in fine le rette 
FM, ftl condotte dai fuochi F, f ad un punlo qualunque M della 
curva sono i raggi vettori della iperbola. 

245. Ora, come nella ellisse, con costruzioni e dimostrazioni 
analoghe giungeremmo a stabilire anco per l' iperbola (fg 163) 
i principii seguenti ; 

| MP* ; mp * :: AP. Pa : A p. pa 
MQ* I mq * IIQ. qb [ B q qb 

cioè : i quadrali delle ordinate parallele agli assi sono proporzio- 
nali ai rettangoli delle ascisse corrispondenti (§§ 167, 170 1“). 

„ i mp* : ap. p« :: cb* : cÀ* 

' 1 Mg* : b q. qb :: CA* : CB* 

cioè : il quadrato di un ordinala sta al rettangolo delle ascisse 
prese sidl' asse maggiore come il quadralo dell' asse minore sta 



Ha. 1ti5. 
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al quadralo deli asse maggiore e viceversa rispetto all’asse mi- 
nore (§§ 108, HO). 

3° ri' = RH' : Hò :: Bò : Aa cioè : 

La doppia ordinala che passa pei fuochi, ossia il parametro, è 
sempre terso proporzionale dopo gli assi (§ 160). 

4° I rami della curva sono uguali e simmetrici anco intorno 
ali asse minore, ossia ali asse illimitato (§§ 103, 170. 2"). 

5“ Le ordinale ali asse minore crescono e scemano col cre- 
scer o collo scemare delle ordinate ali asse maggiore (§ 170 3 ). 

6° ! . (VI — 1 M = Aa cioè : 

La differenza dei raggi vettori condotti ad uno stesso putito 
della curva è sempre uguale aliasse maggiore (§ 172). 1 

Dluinrtrl e asintoti. — 240. Anco rispetto ai diametri 
la iperbola gode come la ellisse delle seguenti proprietà, alle 
quali possono applicarsi le medesime dimostrazioni. 

1° Ogni corda Di/ 

(fig. 166) che passa pel 
centro C vi resta divisa 
in due parti uguali, c si 
chiama parimente dia- 
metro (§§ 184, 185). 

2° Ogni altra retta 
indefinita Ee parallela 
alla tangentcT/ condotta 
ad una estremità del dia- 
metro Di/ è detta diametro illimitato, ed ambedue i diametri 

1 Si noti che essendo per costruzione (fig. 4 65} 

ck’ = 07 ’ = ab’ - cà’ -h cb\ 

cioè il quadralo della eccentricità uguale alla somma dei quadrali dei 
semiassi, nei calcoli dovremo sostituire questo valore invece di quello 
dato per la dilTcrenza dei quadrali degli assi, che si impiegava |>er la 
ellisse. 
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Dd, Ee si chiamano diametri coniugati 1 (§ 1 85). I diametri coniu- 
gali si possono prendere per assi delle coordinale. 

3° I quadrali delle ordinale ai diametri sono proporzionali 
ai rettangoli delle ascisse corrispondenti (nota 1 del §189) e 
perciò : 

4" Ogni diametro Dd o il suo prolungamento divide per 
metà tutte le corde Nn, Mm, M'm' ec. parallele al suo coniugato 
Ee, o alla tangente T/ condotta ad una sua estremità (§ 1 86). 

5° Nella iperbola esiste un' infinità di coppie di diametri 
uguali, per esempio, M'G, FL, che sono le diagonali di un ret- 
tangolo FGLM' formato da corde parallele agli assi (§ 185). 

6° Due corde parallele qualunque Mm, Nn condotte per due 
punti R, S dell’asse maggiore, o NM, nm condotte per due 
punti r, s dell’ asse minore ugualmente distanti dal centro C 
sono della medesima lunghezza (§ 187). 

7° Ogni diametro Dd divide la iperbola in due parti uguali 
ed opposte (§ 187). 

247. Queste proprietà serviranno, come abbiam fatto per la 
ellisse, a trovare il centro * e gli assi di una iperbola data 
(§188). Per averne i fuochi (§ 244) ed il parametro (§ 245 3°) 
ò necessario trovar prima la lunghezza dell’ asse minore. A tale 
effetto si conduca all’ asse maggiore già trovato una ordinata 
qualunque MP (fig. 166), ed essendo 

mp* : ap. p« : : ac* : ne 1 (§ 243, 2°) 


1 Supponendo una iperbola coniugala, le sue curve taglieranno il 
diametro illimitato in due punti E, e ugualmente distanti dal centro, e 
il diametro Ee cosi definito sarà propriamente il coniugalo di Dd, Vi- 
ceversa il diametro Dd sarà coniugalo della iperbola coniugata. 

* Nell’ applicare all’ iperbola il problema del § 188 è da avvertire 
di non condurre le parallele da branca a branca, poiché la linea retta 
condotta per i loro punti di mezzo sarebbe un diametro illimitato. Se 
è data una sola branca si condurrà un’altra coppia di parallele per 
averne il centro come al 3 SOI*. 
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si cercherà una media proporzionale fra AP e Po, e quindi una 
(juarta proporzionale determinata fra MP, la media trovata, ed 
il semiasse maggiore, sarà il semiasse minore richiesto. 

248 . Fra lutti i diametri illimitati (§ 240 2°) compresi negli 
angoli formati dagli assi (fig. 167) ve ne hanno due Ss, SV 

ugualmente inclinali sui mcdesimi.che 
prolungali quanto si voglia si avvici- 
nano continuamente ai rami della cur- 
va senza toccarli giammai. Queste ret- 
te sono appunto quelle che già abbiamo 
chiamate asintoti, e che poste ad angolo 
retto distinguono la iperbola col nome 
di equilatera (§ 104). Dati o trovali 
gli assi A a, B6 di una iperbola si determinano facilmente gli 
asintoti, compiendo con essi il rettangolo RRVr', e conducendo 
le diagonali Rr, R'r' prolungale quanto occorre. Viceversa dati 
gli asintoti Ss, SV e le eccentricità di una iperbola, si determina 
l’asse maggiore prendendo CR e CR' uguali all' eccentricità; ed 
abbassando da R ed R' le perpendicolari R<i, R'A sulla linea che 
divide per metà I’ angolo SCV, e prendendone la porzione A a, c 
la indefinita B6 perpendicolare ad Aa nel punto C sarà l’asse 
illimitato che diverrà finito, secondo che ne abbiamo insegnato 
di sopra (§ 247). 

249. La Geometria dimostra che conducendo la doppia Mm 
[fig. 168) ordinata ad un diametro qualunque Dd prolungata fino 
che incontra gli asintoti in N, n, le porzioni NM, mn della intera 
Nn intercclle fra la curva e gli asintoti sono sempre uguali. 1 

1 Per dimostrare questo principio primieramente pel punto M 
[fig. <68) si faccia passare la NW perpendicolare all’asse Aa, ed avremo 

N M = PN' — MP, ed Mn’ - PN’ -f- MP, 
che moltiplicale insieme danno 

(I) N M X Mn’ = (PN — MP) (PN + MP) = PN’’ - MI’’ ; 



Fig. 167. 
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Da questa proprietà ne consegue che la intera Nm resta di- 
visa dal diametro D d parimente in due parli uguali. Ciò po- 
sto, dal punto D si conduca DE parallela all' asintoto CN più 


ma dal vertice A elevando sull’ asse la perpendicolare AB, i triangoli 
simili CAR, CPN' danno 

ca : ar : : cp : pn : 

d'onde essendo AR uguale al semiasse minore CB si ha 

PN- = C nX — ed avendo AP = CP - CA, Pa = CP + CA 
CA 

dalla proprietà già rammentata (§ S45, 7°) si rileva 

MP 1 = % X AP . Po = Ì (CP* - CA*) 

CA CA 

dunque sostituendo nella (t) e riducendo, avremo (?) N'M XMn' = CB . 
In secondo luogo conducendo fra gli asintoti da un secondo punto 
qualunque L le rette G g, G g' parallele respeltivamcole alle rette Nn, 
N’n' avremo 

nm : n’m : : gl : g l 

Mn ; Mn' ” Ljf ; Lj', 


che moltiplicate insieme daranno 

NM XMn ; N'M X Mn’ ; I GL X ^9 G L X W , 
ina [>er la {1} abbiamo 

N'M X Mn' = CB* = G L X L g’ ; 

dunque sarà 

* NMxMn = GLxL<7, 


e per la stessa ragione Nm X mn = Gl X '9 Ora se i punti L, l si avvi- 
cinano fra loro Uno a coincidere in un sol punto t), la retta G g si can- 
gerà nella tangente TD/, ed avremo tuttavia 


GL X lg = TD X D/ = Gl x >9< 

onde NM xMn = Nm X mn ; ma Mn = Mm ■+• mn, Nm = Mrn •+■ NM ; 


dunque sostituendo e riducendo avremo NM = mn, come pure TD _ D< 
come si voleva dimostrare. 
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lontano lino che incontra in E il coniugalo Ee. I triangoli 
CEO, CNn essendo simili per avere i lati due a due paral- 
leli, ed essendo simili per la stessa ragione i triangoli CED, 
CNQ, daranno respellivamente 

CE : EO :: Nn : CN 

ce : ed :: nq : cn, 

dalle quali si ottiene 

eo : ed nq : n«; 

ma abbiano posto che 
NQ = Qn, ossia Nn dop- 
pio di NQ, dunque ED 
è doppio di EO, ossia 
EO = OD. Perciò col 
mezzo degli asintoti c 
dato un diametro limi- 
tato Dd si trova il suo coniugato Ee tirando per D la DE pa- 
rallela all asintoto più lontano CN,e riportato OD da 0 in E, 
facendo passare una retta per i punti C cd E 

Tangenti e normali. — 250. Per condurre una tangente 
MT ad un punto M dell Iperbola [fìg. 169) si procede analo- 
gamente a quanto fu dimostralo 
e fatto per la ellisse. 

1° Essendo noti l'asse mag- 
giore ed i fuochi, si conducono i 
raggi vettori MF, M f, e si riporla 
MF sull'altro M/da M in F', di 
poi sulla FF', che unisce i punti 
F, F' si abbassa la perpendico- 
lare MT che sarà la tangente in M t§ 177). 

2° Conoscendo della curva soltanto I’ asse maggiore, la tan- 
gente MT al punto M si determina tirando le rette Ma, MA 
ed elevando dal verliec A la perpendicolare AR, e quindi fa- 



Kig. 169. 
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cendo passare la MT per M eil il punto di mezzo O ili All 
(§178). 

3° E per maggior semplicità abbassando la ordinata MI* c 
prendendo un segmento CT terzo proporzionale dopo 1 ascissa 
CP ed il semiasse CA, si può tirare per T ed M la MT, che 
sarà la tangente richiesta (§ 179). 

251 . Gli asintoti somministrano un mezzo facile per con- 
durre una tangente alla iperbola da un punto preso sulla curva. 
Infatti ritenuta la stessa costruzione della fìg. 168 (§ 249 e 
nota 1) nel triangolo TCt essendo DT = D t sarà pure CO = 0/; 
perciò per condurre una tangente al punto D preso sulla curva 
si tirerà DO parallela ad uno degli asintoti fino che incontra 
l' altro, e riportalo CO da 0 in t, per D e per t si farà pas- 
sare una retta T/. 

252. Quando si voglia condurre una tangente all’ iperbola 
per un punto dato n situato fuori della curva (fg. 170) prati- 
cheremo le stesse co- 
struzioni fatte per la 
ellisse cioè: 1" Se il 
punto n è situato in 
un angolo SCs 7 degli 
asintoti che comprende 
la branca MAm, fatto- 
vi centro col raggio 
uF uguale alla distan- 
za da uno dei fuochi 
F, si descrive l'arco 
KrF, e fatto centro 

nell’altro fuoco f col raggio f\\ uguale all'asse maggiore A a si 
descrive un secondo orco Rr, che taglierà il primo nei punti 
R, r, e dipoi per f e pei punti d' intersezione R, r, si fanno 
passare le rette f M, fm, finché incontrano la curva nei punti 
M, m, i quali saranno i punti di contatto (§ 180); perciò le 
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«M, imi che gli uniscono col dato n saranno le due tangenti 
che si possono condurre ad una medesima branca MA»n d iper- 
bola da un punto dato n fuori di essa. Se il punto n è situato 
in n' nell' angolo adiacente sCs 7 , V operazione è identica come 
apparisce dalia lìgura, e mentre la retta n'M è tangente alla 
branca MAm\ la retta n'tn lo è alla branca opposta. In pratica 
è d’ uopo che il punto non' sia talmente posto che l’ operazione 
si renda eseguibile, cioè che le' rette f R, fr prolungate vadano 
ad incontrar la curva in punti che non cadano fuori del disegno, 
e sotto un angolo quanto si può maggiore per rendere piti 
esattamente distinti i punti medesimi. 2° Pel punto n si fa pas- 
sare il diametro limitato Dd, si riporta da C in P una terza 
proporzionale dopo CneCD, e per P si conduce la corda Min 
parallela al coniugalo di Dd (§ 249 I punti estremi M, m di 
essa saranno i punti di contatto ; e perciò le rette nM nm di 
unione saranno le tangenti richieste (§§ 189, nota I, e 190). 

La prima delle precedenti regole insegua a condurre perpen- 
dicolarmente o parallelamente ad una retta data una tangente 
all' iperbole come abbiam fatto per la ellisse (§ 181). 

253. In generale per determinare una normale a questa 
cprva basta elevare una perpendicolare sulla tangente nel 

punto di contatto. Però dalla 
proprietà che ha la tangente 
MI ad un punto M della 
curva [fig. 171) di dividere 
per meli» l’angolo /MF for- 
malo dai raggi vettori /"M.MF 
(§ 250, 1°), ne consegue clic 
condotta la nN perpendico- 
lare ad MT nel punto M, e 
angoli interni FMN, F'MN sono 



prolungati 


Fig. 171 . 
raggi vettori, 


g>' 


uguali, ed uguali pure gli angoli esterni /'Mn, fìAn: perciò si 
conduce una normale a ila iperbola da un punto preso sulla curva 


Vi 
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dividendo per metà l angolo formalo da uno ilei raggi velimi 
e dal prolungamento deli altro. 

254. Dalla proprietà dello normale di dividere per metà 
I angolo formolo da un roggio vettore e dal prolungamento del- 
I altro si deduce che ogni raggio FM di luce, o di calore, o di 
suono [pg. ITI), emanato da un fuoco F di una iperbola viene 
recesso dalla concavità della branca che lo racchiude secondo 
una retta MF', che prolungata passerebbe per l'altro fuoco f, e 
viceversa. Di più se si fa astrazione dalla branca opposta, un 
secondo raggio fìi die emanasse dal respetlivo fuoco f verrebbe 
retiesso dalla convessità della prima branca secondo una retta 
yif, che prolungata passerebbe pel primo fuoco F. e viceversa. 
Di questa tisica proprietà della iperbola si può fare una uti- 
lissima applicazione alla costruzione dei camminelti. Ordinaria- 
mente si impiega un prisma a tre facce, ma il calore non viene 
rellesso nella camera uniformemente e nella sua totalità, e ve- 
demmo che meglio si riscalda 1 ambiente costruendo il cam- 
mino con un cilindro parabolico (§ 127). E quando si impieghi 
un cilindro iperbolico, i raggi calorifici oltre a reflettersi tutti 
formeranno un fascio conico c divergeranno fra loro a misura 
che attraversano l' ambiente, e perciò maggiore sarà lo spazio 
che dovranno attraversare, e clic quindi riscalderanno. 

lICNerlzIone e cowlruzlonc «IcIIm Iperboli*. — 255. Al 
pari della ellisse si offrono diversi metodi per descrivere grafi- 
camente la iperbola e varii processi per costruirla meccanica- 
mente: n>a noi parleremo per brevità di quelli che più sempli- 
cemente si prestano alla esecuzione pratica. 

Metodo dei raggi vettori — Descrivere la /peritola per punti, 
date la distanza dei fuochi f, F e la lunghezza dell'asse maggiore 
Au 1 [pg. 172). Al di là della eccentricità CF si prendano a pia- 

1 Se invece fossero date le lunghezze degli .issi Aa, B6 si pongono 
due rette uguali a nuelle lunghezze che si taglino ad angolo retto nel 
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cere i punti p, pi, p/', pi", ec, e facendo centro in f coi raggi 
ap, ap', api', api", ec. si descrivano successivamente gli archi 
rnn, mV, m"n", ec. e dipoi facendo centro in F coi raggi 

Ap, Ap', Ap", Ap'", ec. si descrivano altrettanti archi che taglino 

respellivamentc i primi 
nei punti , 

al di sopra dell asse A a, 
e nei punti n.n',n",n'"ec. 
al di sotto. Per tutti i pun- 
ti cosi determinali si farà 
passareuna linea continua, 
che sarà evidentemente 
una branca di ipcrbola 
(§ 2io 6"). Nello stesso 
modo si opererà per de- 
scrivere la branca opposta. 

256. Volendo eseguire meccanicamente questa descrizione 
della iperbola si faccia girare un regolo [ Pi (fig. 173) per una 
sua estremità in un chiodo infisso in un fuoco/', in modo che il 
chiodo si trovi sulla direzione dello spigolo del regolo. Se ponendo 
lo spigolo del regolo a contatto dell' asse aA si fissi all’ altra estre- 
mità R il capo di una corda, e fatta passare attorno al vertice 
A si fissi ad un chiodo posto nell’ altro fuoco F, e se facendo 
girare il rególo intorno al chiodo f con un lapis M si tenga tesa 
la corda, e si percorra continuamente lo spigolo del regolo, se- 
gneremo la branca di iperbola MAm : infatti è per costruzione 

loro punto di mezzo C, e si determinano i fuochi come è stato insegnalo 
(§ Hi), e cosi si ricadcrà nell'enunciato medesimo. La descrizione della 
iperbola può eseguirsi anco sopra altri dati di costruzione, come sopra 
i fuochi e un punto qualunque, o i vertici ed un punto qualunque ec. ma sic- 
come non è frequente di adoprar questa curva nelle arti e specialmente 
da sodisfare a quei dati, dopo quanto è stato detto sulla ellisse cre- 
diamo di non dilungarci maggiormente, rilasciando alle esercitazioni 
degli studiosi l' applicarlo in questi casi. 



Fig. 17±. 
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fR= Aa -+- FM -+- MR; ma abbiamo /"H = /M -+- MR, dunque 
sarà /M -+- MR = Aa -+- FM -+- MR, e perciò avremo 

/TU — FM = A a (§ 245, 6°). 

* 

^ 257. Ora con facililà si com- 

prenderà il modo di agire dei 
seguenti compassi iperbolici. 

Se le estremità f, F' di due 
regoli incrociati ff, f F', e capaci 
di allungarsi o accorciarsi a pia- 
cere [fig. 174), si imperniano 
mobilmente nelle estremità di 
due righe canniate a giorno fr. 
FR, e se le altre estremità F, f 
si possono imperniare a piacere lungo le righe F'R, fr, fissale 
le lunghezze dei regoli fF, fF' uguali alla distanza dei fuochi, e le 
distanze ff, FF' uguali all’ asse maggiore A a, una punta o 

lapis M mosso continuamente lungo 
i canali di ambedue le righe de- 
scriverà la iperbola. Infatti tirando 
Vfi triangoli /'FF', F/'/’sono uguali 
perchè hanno la base comune F f 
e gli altri due lati uguali per co- 
struzione, e quindi gli angoli fFF', 
Fff sono uguali: ma gli angoli sup- 
plementari MF f, M/'F saranno pure 
uguali, e perciò MF = M/* ; dunque 



/* - FM = f* — F'M ff = Aa ( §§ 212, 245 6°). 

258. Si prenda una losanga /PF'Q, di cui i quattro regoli 
(fig. 175) sieno mobili intorno agli angoli. L'estremità Q di una 
riga QS sia imperniata nell’angolo Q, mentre il pernio P dell’an- 
golo opposto può scorrere nel canale a giorno della riga stessa ; 
il pernio poi dell’ angolo f si fissi a piacere sul regolo fF, ed il 
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pernio F' dell angolo opposto nella estremità di una seconda 
riga F'R, net canale della quale possa fissarsi mobilmente il 
pernio F posto nell'altra estremità del regolo (T. Con tale ap- 
parecchio ponendo i perni f e F distanti fra loro quanto la 

doppia eccentricità, e la distanza FF' uguale all' asse mag- 
giore, con un lapis obbligato a scor- 
rere contemporaneamente nei ca- 
nali delle due righe descriveremo 
con movimento continuo la iper- 
bola corrispondente : imperocché 
tirando /"M, il punto M sarà ugual- 
mente distante ila f c da F', e per 
ciò avremo 

/IH - FM = F'M — MF =, F F' Ka 

(§§ 213, 215 <i°). Qui pure varrà 
la stessa avvertenza fatta per la 
ellisse sulla lunghezza dei regoli della losanga (§ 213). 

259. Metodo degli asintoti. — Descrivere per punii la iper- 
bato, dati gli asintoti Ss, S V ed un punto qualunque M. 1 
[fig.K 76). Pel punto Msi conduca una retta qualunque Mn, e si 
riporti NM da n in m ; siccome le porzioni di ogni retta con- 
dotta fra essi e la curva sono uguali (§ 249 e nota <). il pun- 
to m apparterrà alla curva. Ora pei punti M, m si conducano al- 
tre due rette NW, N"n", e prendendo rim'— N'M, M'N'— n"m, i 
punti M', m' per la stessa ragione apparterranno alla curva, 
e cosi proseguiremmo a trovare altri punti col mezzo di quelli 
già determinati, fino a che saremo giunti ad avere un numero 

1 Se fossero dati gli asintoti ed i vertici A, a la descrizione non si 
eseguisce con alcun metodo speciale, poiché conducendo la retta aA 
che divida per metà l'angolo SCs degli asintoti (fig. 176), ed elevando da 
un vertice A una perpendicolare AB fin che incontra un asintoto in B, 
la porzione CB sarà l'eccentricità colla quale si determineranno i fuo- 
chi (§ ÌM), e quindi si ricadere nei processi insegnati f§§ *55, al *68'. 
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di punti assai vicini fra loro da indicare l'andamento della 
curva, ed unirli fra loro secondo il voluto grado di continuità 
(§§ 62 al 68). Nello stesso modo si opererà per la costruzione 
della branca opposta. 

■tram dell» Iperbola. — Iperboloide. 260. La mi- 

sura della lunghezza totale di 
una branca di iperbola non può 
ottenersi perchè i suoi rami si 
estendono all’ infinito (§ 404); 
quella poi di un arco o una 
porzione qualunque dellacurva 
non potrà ottenersi che per ap- 
prossimazione, applicando qual- 
cuno dei melodi generali che 
abbiamo esposti (§§ 70 al 76). 

261. Anco la misura della 
superficie di un segmento o ili 
un settore di iperbola compre- 
so da una branca della curva, o 
di una porzione di superficie compresa fra le due branche non 
può aversi che per approssimazione, applicando i melodi gene- 
rali che abbiamo insegnati (§§ 78 all’ 87). La geometria dimo- 
stra che la quadratura della iperbola equilatero dipende dalla 
rettificazione della parabola, e come dallo relazione che passa 
fra la superficie della iperbola equilatera e quella di un' ipcr- 
bola qualunque di ugual asse maggiore possa ottenersi la qua- 
dratura di questa ultima ; ma qui taceremo su tali considera- 
zioni imperocché oltre a non essere tanto elementari, le cre- 
diamo inutili nella ordinaria pratica delle arti. 

262. Facendo girare le branche di una iperbola intorno ad 
uno dei suoi a6si si genera una superficie di rivoluzione, che 
per la natura della generatrice non è chiusa nò limitata, e si 
chiama Iperboloide di rivoluzione. Se la rivoluzione si fa al- 
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torno 1 asse maggiore o limitato I' iperboloide avrà due nappe 
distinte, generate ciascuna da una delle branche della ipcrbola, 

e distanti come esse della lunghezza dell'asse medesimo. Se inve- 
ce la rivoluzione si fa attorno l' asse illimitato o minore, la iperbo- 
loide non forma clic una sola nappa concava con vessa(§§1 1 ,29,39). 

263. l)a queste generazioni ne consegue : 

1 0 Ogni sezione fatta da un piano nell' una o l' altra iperbo- 
loide e perpendicolare all' asse di rotazione è un circolo. 

2° Tutte le sezioni fatte dai piani meridiani sono uguali alla 
iperbola generatrice, ed hanno nella iperboloide a due nappe i 
fuochi comuni alla generatrice, c nella ipcrbola a una nappa 
hanno i fuochi situati sulla circonferenza descritta dai fuochi 
della generatrice medesima. 

3° Ogni piano meridiano divide la iperboloide in due porli 
uguali e simmetriche. 

4° Ogni sezione fatta nell una o nell’ altra iperboloide da un 
piano obliquo all'asse di rotazione è una ellisse o una iperbola 
differente dalla generatrice (§ 236). 

Ambedue le iperboloidi si costruiscono sul tornio come la 
paraboloide e la ellissoide (§§ 156. 237). 

264 La iperboloide a due nap- 
pe può utilmente applicarsi alla 
costruzione dei refleltori quando 
vogliasi disseminare la luce in 
uno spazio determinato più uni- 
formemente e con minor perdila. 
Per esempio si voglia illumina- 
F, tt- ,77 - re una superficie piana come un 

quadro, di cui PQ sia la più grande dimensione (fig. 177) con un 
relleltore che abbia il diametro dato MN più piccolo, cd abbia la 
fiaccola K posta sulla retta /"B perpendicolare sul mezzo B alla 
distanza KB. Prossimamente alla fiaccola F si elevi sopra f B 
una doppia [>erpendicolare uguale a MN, e pei punti M, P ed 
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N, Q si conducano le relle P f, Qf che si incontreranno in un 
medesimo punto f della retta fB. Tirata MF si prenda la metà 
della differenza fM — FM e si riporti da C mezzo di /F in A 
e in a, onde presi per fuochi i punti f, F e per vertici i punti 
A, a si descriverà coi noti processi (§§ 255 al 258) la branca 
della iperbola definita dai punti M, N (§ 245 6°), della quale 
ci serviremo per linea generatrice nella costruzione del rc- 
tlettore iperbolico MAN richiesto. È chiaro che i raggi di luce 
che partono dalla fiaccola F si rifletteranno nei punti M, N del 
lembo del refletlore secondo le rette f P, /Q (§ 254), e cosi se 
il quadro è circolare tutti i raggi estremi inviati dal reflcttore 
saranno diretti ai punti estremi del quadro senza che alcuno 
ne vada inutilmente disperso. 

Se la fiaccola F fosse più alta o pili bassa del mezzo del 
quadro, allora s' inclinerà l’ asse del reflettore in modo che due 
dei raggi estremi refiessi passino pei punti P, Q 

L’ iperboloide è la forma che pure deve darsi ai reverberi 
dei lampioni destinati ad illuminare le piazze pubbliche. Infatti 
si supponga di avere due, tre o più specchi iperbolici MAM’, 

M’A'M", M*A"M"' ec. [fig. 178) uguali fra loro, e si dispongano 

, 

■ coi lembi successiva- 
mente in contatto, ed 
in modo che, i loro 
assi si taglino nel fuo- 
co comune f. Ponen- 
do nei fuochi F.F', F" 
opposti al comune f 
altrettante fiaccole, i 
raggi emanali da cs- 
F ' 8 1,s se e reflessi dai re- 

spellivi reverberi illumineranno uniformemente tutto lo spazio 
compreso dai lati dell'angolo M/MT Perciò seguendo una tal di- 
sposizione il lampione si costruirà con reverberi di grandezza 
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ed in numero lati quali si stimeranno convenienti all ampiezza 
dello spazio da illuminare. 

265. La misura della superfìcie di una iperboloide a una 
nappa nuim'M'AMm terminata da due cerchi (pg. 179), o di una 

■ callotta MAM'M di una i|>erboloide a 

due nappe terminata da un cerchio 
(Sj 263) si otterrà col metodo ana- 
logo tenuto per I ellissoide, cioè cal- 
colando e sommando le su|wrficie 
dei tronchi di cono e ilei coni nei 
Kig. 179 quali si sarà divisa la superficie 

della iperboloide (§ 241). 

266. Infine per riculiare la callotta di iperboloide a due 
nappe MAM'M terminata da un cerchio (lig. 179) si descrive la 
iperbola generatrice MAM’ (§ 242), e se ne trovano il centro C 
e gli assi definiti aA, 614, e dipoi si calcola la superficie di un 
circolo avente il semiasse minore CB per raggio, e si divide per 
il triplo del quadrato numerico del semiasse maggiore CA.ed il 
quoziente ottenuto si moltiplica per la somma del prodotto del 
quadralo numerico della altezza AP pel triplo del semiasse CA, 
e del cubo numerico della stessa AP. 1 

Se invece la iperboloide è a una nappa (§ 263), cioè è genc- 


1 Ecco come è stata dedotta <|uesta regola. Nella formula gene 
rate V = 1 1 j y' dx, che esprime il volume V di un solido di rivolu- 
zione, si sostituisca il valor di y ’ dato dall’ equazione della iperbola 
V*= — t as (la H-»), ed avremo V =~ f [iaxdx ■+■ x'iìx), ossia inte- 

(l fi • 

granilo e riducendo, Vr= — - {3tìx* - 4 - «*), e nel nostro caso essendo 

3a 


a — CA, x—AP [fig. 179) 

avremo V = MAM M = 71 SI- i3 CA . Al>’ ÀF 7 ), 
3.CA' 

la qual formula esprime appunto la regola insegnata 


se 
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rata dall iperbola MAM' che si avvolge intorno all asse minore, 
e se si suppone terminata da due circoli che siano ad uguale di- 
stanza dal centro C, allora se ne misura il volume Mmam'M'A 
calcolando la superficie di un circolo che ha |ier raggio il se- 
miasse maggiore CA,e si divide per il triplo ilei quadralo nu- 
merico del semiasse minore GB, ed il quoziente ottenutosi molti- 
plica per la somma del prodotto del quadralo numerico del 
semiasse minore CB pel triplo dell altezza Qq del solido e del 
quarto del cubo numerico dell' altezza medesima. 

Facendo poi l’ altezza Qi j uguale all asse minore B6, il volu- 
me Nnn’N'A dell iperboloide corrispondente a una nappa si mi- 
sura prendendo i quattro terzi della solidità di un cilindro che 
ha per base un circolo di raggio uguale al semiasse maggiore 
CA e per altezza l' intero asse minore B6. 1 


1 Nella formula generale V = r. / y'- dx che esprime il volume 
V del solido di rivoluzione, si cangi x in y e viceversa, e quindi si 
sostituisca il valor di x* dato dall'equazione dell’ iperbola { b' + y'~) 

riferita all’asse minore e colla origine delle coordinate al centro: avremo 

V = *-£-J ( b'dy -t-y'dy), 

7UJ * 

dalla quale integrando e riducendo avremo V — — (3 . 6 1 . y .+. y') e 
nel caso nostro [fig. 179) poiché a = CA, b = CB, y = CQ, sari 

V = (3 GB*. CQ -e CQ*) ; 

3 CB 

e raddoppiando avremo in primo luogo 

Mmam'M'A = — ’ ° A t (3 CB* . Q q -t- Qq 3 ) ; 


3 CB 


4 


ove facendo Qq = B6 = SCB avremo in secondo luogo 

4 — 1 

Nnon'N’A = - . * CA . B6 ; 

J • 

nelle quali formole si leggono le regole indicale. 
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Proprietà della Cassinoide. — Descrizione e costruzione della Cas- 
sinole — Applicazioni, tangenti e misura della Cassinoide . — 
Proprietà della Catenario. — Descrizione e costruzione della 
Catenaria — Tangenti e misura della Catenaria. 

m 

Calia litoide. 

Proprietà della Canalnoldc. — 267. La curva piana e 
chiusa ABrtfc [fig 180) che rassomiglia alla Ellisse, nella quale 
il prodotto delle disianze f M, FM, di un punto qualunque M a 
due punti fissi f, F situati nell' interno è sempre il medesimo, ' 
si chiama Cassinoide dal nome del celebre Geometra ed Astrono- 
mo Gian-Domenico Cassini che il primo la propose. 

268. I punti f | F [fig. 180) si chia- 
meranno fuochi unicamente perchè 
servono a definire la curva, come 
servono i fuochi della ellisse, e le di- 
stanze ftl. FM ne saranno i raggi vet- 
tori. La porzione a\ della retta, che 
passando pei fuochi è intercetta dalla 
curva, si chiamerà per analogia asse 
maggiore, ed i punti estremi a, A, saranno i vertici della curva. 

Il punto di mezzo C di /F ne sarà il centro, e la metà CF ~Cf 
la eccentricità della curva. Infine la porzione B6 della perpen- 
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dicolare elevata sopra «A nel centro C si dirà assi' tumore, e le 
estremità B. I> saranno i respcllivi vertici. 


209. Dalla definizione della Cassinoidc (§ 267) ne consegue 
che 1° Ciascuno degli assi divide la curva in due parti uguali 
e simmetriche. 2» Il prodotto dei raggi vettori condotti ad un 
punto qualunque della curva è uguale al prodotto delle distanze 
di uno dei fuochi ai vertici dell' asse maggiore, cosi 
/■M X FM = fk X fa =: FA X Fa [fig. 1 80;. 

270. Dal vertice B dell’ asse minore di una Cassinoidc qua- 
lunque ABafc [fig 181), conducendo i raggi vettori f II, FB poi- 
ché f\\ r= FB avremo FA X Fa — FIl X fH = FB, ma dal trian- 
golo rettangolo FCB abbiamo 

4 4 i 

• FB - CB i- CF . 

Dunque sarà 

FA X Fa — (TlI 1 CF*, 
c siccome FA = CA — CF, 

Fa = Ca 4- CF = CA -+- CF 
perciò sostituendo e riducemlo 
avremo 



Fig (HI. 


(«) 


CA* - CB* = 2CF* 


cioè la differenza dei quadrati dei semiassi è uguale al dopino 
del quadralo della eccentricità. 

271 Da questa proprietà della Cassinoidc qui premessa co- 
me principio fondamentale è facile argomentare ; 

1° Supponendo che f asse minore vada continuamente cre- 
scendo, i fuochi si accosteranno continuamente al centro C. c 
quando sarà divenuto CB = CD = CA [fg. 181), dall espres- 
sione (I) avremo CF = 0 ; cioè gli assi divenendo uguali, la 
Cassinoidc si cangia in un circolo ADarf, ed è la più grande fra 
tulle quelle che hanno in comune I asse maggiore Aa 
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2" Supponendo elio suda continuamente impiccolendo l asse 
minore B6, i fuochi si allontaneranno continuamente dal contro C, 
e quando GII sarà divenuto zero la stessa espressione (1 ) diverrà 
i — t „ C A 

CA =’2CF ossia CF — — : cioè quando l' eccentrici là sia 

V * 

uguale al rapporto del semiasse maggiore alla radice numerica 
di 2 nella Cassinoide non esiste I asse minore, e la curva ò la 
più piccola fra tutte le Cassinoidi aventi lo stesso asse maggiore 
Aa, ed ha la lìgura di due fiocchi distinti CMAmG, CNouC, di 
cui i rami sono riuniti e tangenti all'asse maggiore nel cenilo 
C, e per conseguenza tangenti fra loro nel centro medesimo. 

272 Supponendo clic la eccen- 
tricità CF della Cassinoide Miai) 
(fig 1 82), sia uguale al semiasse mi- 
nore GII, la espressione (I) (§ 270) 

i - — 8 8 

diverrà Ga — Clt -j- 2Llt onde 

. .... CA 

si avra ( .Il = — 

V 3 

Orbene; ogni Cassinoide A ìl'ub' 
clic abliia il medesimo asse mag- 
giore 2GA ~ Aa, e il semiasse mi- 
CA 

nore CU' più piccolo di CA e più grande di ^ cioè sia com- 

prcsa fra il circolo A Dori di raggio CA. e la Cassinoide AB ab 
che abbia per semiassi CA, GB. avrà una ligura ovale, e perciò 
si chiamerà Cassinoide ovale. Ogni altra Cassinoide A \i"ub" poi 
clic abbia lo stesso asse maggiore A a, cd il semiasse minore 
CA 

CB" più piccolo di cioè circondala dalla Cassinoide Miai) 

avrà dei punti di inflessione (§ 8) ugualmente distillili dal cen- 
tro C, c comparirà depressa nelle estremità II. b dell asse mi - 
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none ; e perciò si chiamerà 6 assinoide depressa Una linea retta 
può tagliare la Cassinoide depressa in quattro punti, mentre non 
può incontrare la Cassinoide ovale in più di due punti come le 
sezioni coniche 

La Cassinoide adunque che ha 1’ eccentricità uguale al se- 
miasse minore sarà il limite fra le Cassinoidi qvali e le Cassi- 
noidi depresse aventi comune I’ asse maggiore. 

273. Per costruire in pratica la Cassinoide è necessario che 
sicno dati due fra i tre elementi, ai quali è subordinata la curva, 
cioè gli assi c I eccentricità. A tal line sarà utile la soluzione 
dei seguenti problemi. 


Problema I. Dato l asse maggiore A a e le posizioni f, F dei 
fuochi, trovare l asse minore della Cassinoide colrispondente 



[fig. 183). Sopra A a si elevi dal punto di mezzo C la perpen- 
dicolare Dò, c dall’ uno dei fuo- 
chi F la perpendicolare FU che 
incontrerà in H la semicirconfe- 
renza ADadescritta col raggio CA; 
dipoi fatto centro in F col raggio 
FR si descriva un arco di cerchio 
RBò, il quale tagliando in Beò 
la perpendicolare B b determina 
Hg. 18 . 1 . la lunghezza dell' asse minore Bò 


richiesto. Infatti : sarà per costruzione FBX (B =FB* = FK*; ma 
dalla semicirconferenza A Da abbiamo FR — aF X FA ; dunque 
FB X f\\ — oF X FA conforme alla definizione della curva 


274. Problema II Dato i asse minore B b c le posizioni F, f 
ilei fuochi trovare i asse maggiore della Cassinoide corrispondente 
fnj 183) Pei punti F, f si conduca una retta Aa e fatto centro 
in uno F di essi, col raggio FB si descriva un arco di cerchio 
BR il quale taglierà in R la perpendicolare FR elevala sopra 
Aa dallo stesso [>unlo F. Quindi riportando la distanza CR 
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da C in A e in a. la lunghezza A a cosi determinata sarà l' asse 
maggiore richiesto. Infatti avendo FB = FR il triangolo rettan- 
golo FCB darà FR — CB*= CF*, ma essendo CR = CA dal 

. . . — * 2 9 

triangolo rettangolo RFC abbiamo FR = AC — CF ; dunque 

2 — 2 — 2 

sostituendo e riduccndo avremo AC — CB =r 2CF cioè resta 
verificala la proprietà della Cassinoide relativa ni quadrati dei 
semiassi (§ 270). * 

275. Problema III. Utili gli usui A a, B6 trovare le posi- 
zioni dei fuochi F, f della C assinuide corrispondente [fìg. 184). 

Dalla estremità B dell’ asse mi- 
nore si conduca la BR parallela al- 
l'asse maggiore fino che incontri 
in R la semicirconferenza ADa de- 
scritta col semiasse maggiore CA, 
e dal punto R si meni RP perpen- 
dicolare all'asse stesso sul quale si 
prenderà C p uguale alla metà del 
segmentoCP. Sopra P/> come diame- 
tro si descriva la semicirconferenza 
PS/), la quale taglierà il semiasse CB in S, e finalmente si ri- 
porti CS sull asse maggiore da C in F c in f, ed i punti cosi se- 
gnati saranno i fuochi richiesti. 

Infatti essendo PB — CA.dal triangolo rettangolo PCB avre- 

ino CA — CB CP ; ma per costruzione avendo 

— * é* CP* 

CF = CS = CP X Cn — — 

- 2 

— t — 9 — a — 2 — — t 

si oltiene CP = 2CF ; dunque avremo CA — CB =2CF ,che 
esprime la rammentata proprietà della Cassinoide (§ 270). 

1 L’operazione geometrica che risolve uno dei problemi precedenti, 
è f operazione inversa che risolve f altro. Noi abbiamo adoprate due 
dimostrazioni diverse, ma ambedue varranno per l’uno e l'altro pro- 
blema, e lo studioso potrà servirsene indistintamente. 
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276 Metodo delle olarte proporzionali — Italo I asse 
maggi ore A « c le pottsumi F, f dei fuochi, darrivere la Cassi- 
nitide per punii ( fig . 185). • 

1 problemi precedenti possono ricondurci ai medesimi dati 
di questo caso quando fossero dati altri elementi. Ciò avvertito, 
da un vertice A si conduca una retta che faccia un angolo qua- 
lunque f.\f con I' asse e vi si prenda Af uguale ad A f Si scelga 

sulla distanza F f dei fuochi un 
punto a‘ piacere j>' e tirata fp' 
si meni dal fuoco F più prossi- 
mo ad A la Vg' parallela a fp' . 
Om facendo centro in F ed in 
f con Un raggio uguale ad A// 
si descrivano quattro archi di 
cerchio ed in vece facendo cen- 
tro nei punti stessi f. F ma in 
ordine inverso con un raggio 
uguale ad A q 1 si descrivano altri 
quattro archi che taglino i pri- 
mi I quattro punti M, »n, M', tu' di intersezione saranno sim- 
metricamente ed ugualmente disposti intorno al centro C e ap- 
parterranno alla Cassinoide. Infatti considerando un punto M 
le parallele p'f, g F daranno AF A p' ! ! Ar/ ‘ Af ma per co- 
struzione abbiamo A// = FM, Ag'~ft\, Af — Af— Fa. dun- 
que AF ; FM WfVL ! Fa d' onde FM X ftì = aF X FA come è 
proprietà della curvo (§ 269, 2°). Prendendo sulla distanza Ff 
altri punti p, p", p"\ ec. e ripetendo altrettante volle le opera- 
zioni precedenti otterremo per ciascuno quattro nuovi punti; e 
finalmente per tutti i punti cosi determinati si farà passare una 
linea (§§ 62 al 68) che sarà la Cassinoide dimandata. 

277. Se Irt distanza AF {fig 185) b piccola, o l'angolo fAf 
si prende ottuso, quanto più i punti p, p', p", ec. si scelgono 
vicini ad F\ le rette F^, Vg' , Vg", ec. taglieranno la Af più 



rig. 185. 
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obliquamente ; allora i punti rii loro intersezione, essendo piu 
incerti le lunghezze delle quarte proporzionati saranno meno 
esatte, e per conseguenza diverrà inesatta la costruzione della 
curva. Queste inesattezze si eviteranno colla seguente costru- 
zione che chiameremo : 

278 Metodo delie terze proporzionali. Dati i fuochi V.f 
e i asse maggiore A a descrivere la Cassinoide per punti [ fig . 1 80). 
Sopra Aa come diametro si descriva la semicirconferenza A Ha, 
e ria un fuoco F vi si conduca l’ordinala FR. Intanto sappiamo 

che con FR si determina I' estre- 
mità B, b dell' asse minore per 
cui deve passare la curva (§ 273). 
Preso un punto P fra il centro C 
ed il fuoco F si descriva la semi- 
circonferenza <yR p, la quale taglie- 
rà l'asse maggiore ed il suo pro- 
lungamento nei punti p e q, d onde 
avremo 

FR* = - AF X Fa. 

Or bene, i segmenti F p, F q saranno i raggi coi quali si descrive- 
ranno a vicenda dai centri ¥ e f gli archi, le intersezioni dei 
quali determinano come nel metodo precedente (§ 276) i quat- 
tro punti M, m, M', m'. Prendendo altri punti fra F e C ed ope- 
rando nel modo istesso si otterrà una serie di punti, che darà 
l’andamento della Cassinoide 

I metodi esposti si prestano convenientemente fin dove si 
può adoprare la riga ed il compasso, ma nelle grandi costru- 
zioni difficili riescono queste operazioni geometriche: perciò si 
conseguirà più esattezza cercando le quarte proporzionali e le 
terze proporzionali col mezzo della regola del tre 
. 279. Prima di impiegare la Cassinoide nelle arti è d uopo 

17 
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di verificare se la sua forma conviene all'oggeilo che si vuol de- 
stinare. A tate effetto si divide il semiasse CA (fig. 182) in tre 
parti, e si riporta una di esse da C in 4, e dipoi sopra A4 come 
diametro si descrive una semicirconferenza, che taglierà in B la 
perpendicolare elevata da C sopra Aa, il che darò (§ 272) 

a r « r CA 2 

CB = —X CA = ~ CB =~= = X Aa 

3 3 V 3 

Dunque se il semiasse minore dato è più piccolo di -■ incirca 

dell’asse maggiore avremo la Cassinotele depressa, se più grande 

la Cassinoide ovale. 

280. La Cassinoide depressa potrà impiegarsi per ornativa 
nelle ringhiere, nelle cancellate, nei lavori di intarsio o di mo- 
saico. La Cassinoide ovale può impiegarsi con vantaggio nella 
costruzione degli archi e delle volte e delle cupole a sesto sce- 
mo o rialzato collocando 1 asse maggiore orizzontale o verti- 
cale. La Cassinoide ovale è più rigonfiata della ellisse che ha 
i medesimi assi, ossia ha minor curvatura verso i vertici del- 
l’asse minore, e perciò racchiude una maggior superficie di 
questa. Ciò la rende conveniente agli archi dei ponti che deb- 
bono esser tangenti ai piedritti, non eseguibili a lutto sesto, o 
ellittici, e presentare la massima sezione al passaggio delle acque. 
Il costruttore però si rammenti che questa ovale è meno gra- 
devole all’occhio dell' ellisse, e non può adoprarsi che per gli 
archi che hanno una saetta maggiore di ^ della corda ; ed inoltre 
sia cauto nella costruzione poiché esercita sui piedritti una 
spinta maggiore di un arco o di una volta ellittica. 

284 . Nelle indicale costruzioni è necessario al solito di de- 
terminare la direzione delle linee d'unione dei cunei, cioè saper 
condurre le tangenti e le normali alla Cassinoide. Ad un punto 
qualunque M della Cassinoide si conducano i raggi vettori KM. 
/M (fig 187), e si riporti uno di essi /"M sull altro do M in f , 
e da f si conduca la f R parallela al grand asse: avremo 
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fm ; fa -fu: mr 

Ora prendendo sul prolungamento di FM la Mr = MR si uni- 
scano i punti f, r e da M si abbassi sopra fr la perpendi- 
colare /MT che sarà la tangente nel punto M : perciò si con- 
duce una tangente MT ad 
un punto M preso sulbi 
t'assinoide riportando una 
tersa proporzionale MR 
presa fra i due raggi vet- 
tori sopra il prolungamento 
di un raggio, ed abbas- 
sando da M una perpendi- 
colare sulla retta fr, che 
unisce il punto r cost determinato ed il fuoco f dell' altro raggio. 
Per condurre la normale si menerà dal punto M la nMN perpen- 
dicolare alla tangente MT o parallela alla retta fr. 

282. Non resterebbe per ultimo che a parlare della misura 
lineare della Cassinoide, della quadratura dell’ area da essa rac- 
chiusa. e della cubatura del solido di rivoluzione generato in- 
torno agli assi, ma per tali ricerche in pratica gli artisti ricor- 
reranno ai metodi generali che abbiamo esposti. 

Catenaria. 

Proprietà della Catenaria. — 283. La curva secondo 
la quale si dispone una catena PAQ (fig. 189),o una corda per- 
fettamente flessibile ed uniformemente pesante 1 sospesa a due 


1 Per uniformemente issante si deve intendere che le maglie della 
catena, o le parti della fune di una medesima lunghezza sieno di ugual 
peso e di materia perfettamente omogenea. La catenaria non è che 
un caso particolare del poligono funicolare in equilibrio, cioè di un po- 
ligono composto di un insieme di corde o di regoli animato negli an- 
goli da forze parallele, i lati del quale sono considerati immensamente 
piccoli, e sottomessi unicamente all'azione della gravità ossia del pro- 
prio peso. 
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punii fissi P, 0 di cui la disianza PQ è minore della lunghezza 
della catena, ed abbandonata al proprio peso, si chiama Catenaria. 

284. Le proprietà della Catenaria emergono dalle conside- 
razioni a cui ci conducono le leggi dell equilibrio, ma ciò non 
ostante non è difficile dalla natura meccanica (§ 283) di questa 
curva persuadersi intanto che: t° La Catenaria è una curva piana 
ed aperta siccome la para Itola o una branca d’iperbola. 1 2° Il 
punto più basso della curva si chiamerà vertice. 3" La verticale 
condotta dal vertice è I ante e divide la curva in due parli 
uguali e simmetriche. 

283. Dalla delinizione della curva (§ 283) ne consegue che 
se delle palle di diametro uguale, e di un medesimo peso si in- 
filano in una corda sospesa per le sue estremità a due punti 
fissi, la linea dei loro contatti ossia dei loro centri è una Cate- 
naria. Supponendo adesso che tutto il sistema di queste palle 
senza scomporsi prenda una posizione inversa PAQ [fig 188 ), 
in modo che il punto più basso divenga il più elevato A e i cen- 
tri delle palle si man- 
tengano sullo stesso 
piano verticale, e le 
estreme P, Q, sieno 
tenute fisse dagli orli 
di un regolo MIS che 
gli serva di base: se 
si sopprime il filo in 
cui sono infilate, le 
palle rimarranno in equilibrio perfetto senza cessare di toccarsi 

1 II confronto della Catenaria con questo duo curve non deve far ere 
dere di poterle confondere insieme, perchè le proprielà della Catenaria 
non appartengono ad alcuna altra curva. Soliamo quando la saetta e 
assai piccola rapporto alla distanza dei punti fìssi I' andamento della 
curva si accosta mollo a quello della parabola, ovvero della Cicloide 
che mostreremo iu seguilo. 



Fig. 188. 
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nei medesimi punii : imperocché non segue variazione nella 
azione della gravila sulle palle, nè cangia l'azione reciproca 
in virtù della quale esse si premono una contro l' altra ; e que- 
ste pressioni fanno in tal caso le veci delle trazioni che avevano 
luogo sugli elementi della corda quando questa era sospesa 
naturalmente e sosteneva tulle le palle indiate. Il celebre Ron- 
delet ha dimostrato con ripetute esperienze la verità di questo 
fatto, 1 dal quale resulta che i corpi del medesimo peso e di ugual 
forma collocali uno accanto all altro secondo una Catenaria si 
sostengono nell'aria per solo e/jetto dei loro contatti. 

28(5. (Questa proprietà rende la Catenaria applicabile van- 
taggiosamente alla curvatura delle cenline nella costruzione de- 
gli archi e delle volte, specialmente quando hanno In corda 
molto grande, hanno un gran carico da sopportare, e dove la 
solidità deve esser preferita alla bellezza delle forme. In queste 
costruzioni l'arco ola volta composta di cunei uguali in dimen- 
sioni ed in peso non avrà bisogno di ri.ulianchi e rimarrà in 
equilibrio. Lo stesso Rondelel se ne è servito con successo nella 
costruzione degli archi che sostengono I intercolonio circolare 
della cupola di Santa Genoviella di Parigi, delle lunette prati- 
cate nella parte inferiore di essa, c della volta interna a sesto 
rialzato che sta fra le due cupole in sostegno della lanterna. * 
287. La catenaria è comunemente impiegala nella costru- 
zione dei ponti sospesi quale è naturalmente generala Questi 

» . 
ponti sono formali da due, c più catene o fasci di filo ferro tese 

ugualmente e parallelamente fra loro da una riva all'altra del 
corso d'acqua da attraversare, sulle quali è posto un piano di 
tavole di legname, o meglio sono ad esse attaccate delle piccole 


1 Ro.ndki.et. Art ile biitir , li\ re troisiéme, première sedioli, ch&pitre 
■leusième. 

' Rondklkt. Art ite hàtir. tivre troisiéme, cinquiéme seclion, chA- 
pilre troisiéme. 
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catene verticali, delle quali ogni coppia sostiene una traversa, e 
su tutte le traverse è posto il piano delle tavole. Ma in queste 
costruzioni importa che la meccanica insegni il modo di distri- 
buire il peso del ponte uniformemente sulle catene e di cono- 
scere le tensioni estreme delle medesime onde assicurarsi che 
i punti fissi che gli servono di attacco sieno sufficientemente re- 
sistenti. 

Docrlilanr e rontruxlonc dell» Catenari». — 

j!88. Con facilità si può costruire meccanicamente la curva con- 
lorme olla sua definizione. Si segnino sopra un piano verticale 
le posizioni P e Q (fig. 189) dei punti di attacco, e si conduca 
una orizzontale BC che determini l' altezza PC o QB della curva 
sopra PoQ. Quindi si prenda una corda flessibile ed omogenea, 
o meglio una catena linissima di metallo composta di anelli 
mobili uguali in peso e dimensione, e si sospenda in modo che 
radendo il piano passi pei punti P e Q e resulti tangente alla 

orizzontale BC. 

Allora se si segna a con- 
tatto della catena una serie 
di punti e si uniscono còl 
voluto grado di continuità, 
(§§ 62 al 681 otterremo la 
Catenaria, che rovesciata 
potrà servire per una cen- 
tina di un arco, di cui P e 
Q sono i piedritti. Se dal punto P si conduce una orizzontale 
PN fin che incontra in N la curva, la verticale SA abbassata 
dal suo punto di mezzo R sarà la linea di simmetria, ed il 
punto A ove incontra l’ orizzontale BC sarà il vertice, o il 
punto più basso della curva. 

289. Quando I operatore non abbia a sua disposizione una 
catena ben fatta per tracciar la Catenaria con la precisione con- 
veniente potrà valersi del seguente metodo geometrico. Dnln In 
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onda orizzontale M/n e l allessa massima o saella CA presa sul 
suo punto di messo C, descrivere per punti la Catenaria che 
passi pei punti M, A, m, (fig. 190). 

Sull' asse CE prolungato quanto occorre, si riporti la mezza 
corda M.C ila C in O, e dal punto 0 come centro si descriva 
col raggio OC la semicirconferenza CHE, la quale taglierà in I* 
la retta indefinita HI) che sia condotta dal vertice A parallela 
alla corda Mm. La porzione AD cosi definita si riporti da A in 

li e dal punto li si conduca la 
Pp parallela pure ad Mm, che 
incontrerà in P e // le paral- 
lele ali asse tirate dalle estre- 
mità M, ni della corda stessa 
Dal punto 1$ come centro, e 
con BC per raggio si descri- 
verà un arco CR. che tagli in 
K la indefinita KD,e si conduca 
RB. Dipoi si prenda RN=RA 
e si riporti la differenza 
RB — RN = NB da p in q, e 
la somma Rii -+- RN da P in 
Q, o viceversa. Ora si cerchi 
prima una media proporzionale fra AB e pq, che si porlerà so- 
pra la parallela p"m" condotta dal punto di mezzo p" di B p da p" 
ini/ 7 , ed una media proporzionale fra AB e PQ che si riporterà 
sulla parallela P"Q" condotta dal punto di mezzo P" di IIP da 
P" in Q"; e quindi con la semisomma delle rette p"q" e P"Q". a 
partire da p" e P" si segnino sulle medesime parallele i punti in ", 
M" che apparterranno alla Catenaria. 1 

1 La lunghezza P Q si potrebbe ottenere con la stessa facilità 
prendendo una terza proporzionale dopo la media p"q" già trovala, e 
la AB, ma abbiamo creduto di conseguire maggiore esattezza consi- 
gliando le operazioni quanto più si può illdependcnti da ipiclle già 
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Secondariamente si prenda sulla parallela condotta dalla 
meta jl di p"p la pfq' che sia media proporzionale fra pq c pf'q" 
già trovata, e sulla parallela condotta dalla metà PMi P"P la P'Q' 
che sia media proporzionale fra PQ e P"Q" parimente trovata ; e 
dipoi riportando su queste parallele da p' e P' in m' e M' la se- 
misomma delle />'</', P'Q', i punti ni', M' apparterranno pure 
alla Catenaria. In terzo luogo si cerchino due medie propor- 
zionali fra AB , p"q" e fra AB, P"Q", e si riportino respettiva- 
menle sulle parallele condotte dai punti di mezzo p!" . I’"' delle 
p" B, P"B da e P"' in q"' e Q"'. e se sulle medesime pa- 
rallele si prendanole p'"m'", P'"M"' uguali alla semisomma delle 
jJ"q'". P"'Q", avremo altri due punti tu'", M"' della Catenaria. 

Infine proseguendo a trovare delle medie proporzionali fra 
quelle già trovate, ed operando in modo analogo, otterremo via 
via dei punti intermedi fra i determinati precedentemente, e 
facendo passare per tutti una linea (§§ 62 al 68) avremo de- 
scritta la Catenaria Ma'M richiesta 1 Le medie proporzionali si*' 
yr . ■ 

falle onde non risentire (ili errori che si potessero aver commessi, c 
perche adoprando i noti processi geometrici le linee di costruzione 
sarebtiero maggiormente inclinate fra loro, i loro punti d' intersezione 
più incerti, e |>erciò le lunghezze ottenute meno esatte. 

' Facendo pq — a ed AB = I siccome AB -+- RB = iBN -e NB = 

NB 

sarà l’Q — AB -+- UB^- : perciò dalle costruzioni operate avremo i se- 
guenti valori delle medie proporzionali 

. 1 I 

p"i’ = Vpq . ab — a 1 ry"= «/pò . ab= i 

v o? 

. J t 

p'q = vv q" rq = p q = v/i’U- >' Q"=~» 

<»r 

,,y= VpY-AB^ <i t p o' - y/p’Q'.AB 

a r 

Se ora |iei punti q,q‘,q",q ", A,Q"',.... Q si fa passare una linea curva, e 
si prendo P/i per asse delle ascisse e BO |>er asse delle ordinate, le 
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potranno determinare col calcolo o col solilo processo geome- 
trico a seconda che lo giudicherà conveniente l'operatore. 


Tangenti e misura della Catenaria. — 2D0. La Ca- 
tenaria potendo essere impiegata nella costruzione degli archi o 
delle volte (§ 28G) si rende necessario il saper condurre le tan- 
genti e la normale alla curva. 



La un punto M preso sulla Cate- 
naria MAm conditivi una tangente 
MT ed una normale MN (pg. 191). 
Dal vertice A si conduca una per- 
pendicolare all'asse AN, e vi si pren- 
da AD uguale alla lunghezza del- 
I arco AM rettificato 1 (§§ 72 al 7- : >). 
Dal punto M si meni l'ordinata MP, 
c si unisca P con D. Dal mezzo C 
Flg 191 di PD si elevi una perpendicolare 

lino a che incontri il prolungamento dell'asse in B e si tiri BD. 


inedie proporzionali suddette saranno altrettante ordinale di (|uesln 
curva, le quali comprese le estreme i>olrauno in conseguenza rappre- 
sentarsi colla progressione geometrica 

_i j » i — i — • — j 

(•) ■»■»»».»■» ‘ » 
a , a , a , a , a, a , a , a , a 

Dipoi siccome Bp o BP è diviso per metà in p" o P", e le loro metà 
«ino divise in mezzo nei punti p', p"', o P’, P”, le ascisse corrispon- 
denti potranno rappresentarsi colla progressione aritmetica 



ma in generale sappiamo die dalla equazione a x — i/ si ha x — log. >/, 
dunque i termini della progressione (ij sono i logaritmi dei termini 
della progressione (1). Cioè le ordinale della curva q AQ hanno per lo- 
garitmi le respettive ascisse. Una tal proprietà ha dato appunto a que- 
sta curva il nome di logaritmica. La logaritmica serve adunque a de- 
terminare i punti della catenaria. Non abbiamo parlato di questa curva 
perchè la pratica non ne ricava alcun utile diretto, e qui non avrebbe 
il posto conveniente. 

1 Supponendo noia la catena omogenea che ha servilo a tracciare 
la eurva, e denotando con r il quoziente resultante da! dividere la 

ss 
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Finalmente conducendo MQ parallela all asse si tirerà per M 
la MT, che faccia con la MQ I angolo TMQ uguale all angolo 
BDA, e la MTsarà la tangente richiesta. La retta MN poi elevata 
perpendicolarmente sopra MT dal punto di contallo M sarà la nor- 
male La normale però può ottenersi direttamente cercando la 
direzione del raggio di curvatura del punto M (§ 22). 

291 . Rispetto alla misura della lunghezza di un arco di Ca- 
tenaria ed alla quadratura dell' arca terminata da un arco ricor- 
reremo ai melodi generali. La superficie di rivoluzione poi 
generata dalla curva che giri intorno all' asse si applica, per 
le proprietà dimostrale della Catenaria, utilmente alla costru- 
zione delle callotte o cupole che debbono cuoprire un cilindro 
a base circolare, conforme abbiamo indicalo (§ 288); e la mi- 
sura superficiale e la cubatura si otterrà pure coi metodi ge- 
nerali (§§ 88 al 93), o misurando la superficie ed il volume del 
cono e dei tronchi di cono in cui piaccia dividerla (§§ 241 . 265). 

tensione orizzontale (tetta catena pel fattore costante che moltiplicalo 
colla lunghezza dell’ arco AM ne dà il peso, la meccanica insegna che 

è l’arco AM - ^AP (AP-+- ic\ cioè la lunghezza dell'arco AM è me 
dia proporzionale fra l'ascissa AP e la somma dell'ascissa medesima 
e del doppio della coslante c. Ognuno vede però che per ollenere in 
tal modo la rettificazione di un arco di catenaria si richiedono delle 
cognizioni di meccanica che qui non ammettiamo. 
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Genesi e / iroprietìi (telili Lemniscata. — Descrizione e. costruzione 
ilella Lemniscata — Applicazioni eil esempi 

(amenti c proprietà «Iella l.rmiilNCafa. — 202 Ab- 
biglisi due Curve qualunque NPO, QRS situale sopra un piano io 
qualsivoglia posizione [fig. 102). Se si immagina di dare ad una 
linea retta PQ presa maggiore dalla più corla loro distanza un 
movimento oscillatorio continuo in modo che la estremità P 
scorra lungo la curva NPO mentre 1 altra estremità Q striscia 
sulla seconda curva QRS, un punto M preso a piacere sulla retta 
stessa o un punto rn preso sul suo prolungamento descrive in 
generale una curva CABCDMC o cabcdmc chiusa, irregolare e 

rassomigliatile alla cifra 8. 
Una curva di simil forma si 
chiama Lemniscata. 

293 II punto C {fig. 192), 
ove la Lemniscata si tagli» 
con se stessa si chiama nodo 
o punto doppio, fi chiaro che 
la lemniscata -ha due punti di 
inflessione (§ 8), c forma due 
foglie distinte CAB, CUM separale dal nodo. Chiameremo poi 
retta generatrice la retta PQ, ogni punto della quale è capace 
di tiescrivere la lemniscata ; e direttrici le curve NPO QRS 
clic han servilo di guida al suo movimento. 
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294. Or bene la forma di una Lemniscata dipende in ge- 
nerale dalla natura delle direttrici, dalla loro reciproca posizione, 
dalla lunghezza della retta generatrice, e dalla scelta su di essa 
del punto generatore, per cui esiste un numero infinito di Lem- 
niscate differenti fra loro. Per rendere applicabile in atto pra- 
tico le Lemniscate & d'uopo ridurre le loro forme a condizioni di 
regolarità. Se le curve direttrici QAq, DAd ( fìg . 193) sono divise 
ciascuna in due parti simmetriche da un asse comune Aa, vi sa- 
ranno sempre due posizioni P(J, 
pq della retta generatrice pari- 
mente simmetriche intorno al- 
l’ asse medesimo, ed il puuto ge- 
neratore segnerà due punti M. 
m ugualmente distanti da esso. 
Dunque la Lemniscata corrispon- 
dente avrà il nodo situato sopra 
1' asse, e le foglie simmetriche 
intorno ad esso, e perciò la nomineremo Lemniscata simmetria/. 
L quando le direttrici si cangino in due circoli di raggio qualun- 
que gioverà fin d' ora distinguerla più particolarmente col nome 
di Lemniscata circolare- simmetrica. 

295. Inoltre se le direttrici sono uguali e simmetriche ri- 
spetto anco ad un secondo asse B6 perpendicolare al primo, nel 
punto di mezzo C (fìg. 194), vi saranno quattro posizioni PQ, 
PO’. P<] p'q' de" 11 rella generatrice simmetriche due a due in- 
torno agli assi A a. 116, e se di più il punto generatore è preso 
sulla metà della generatrice, avremo quattro punti corrispon- 
denti M, M', m, ni della curva ugualmente distanti da ciascun 
asse : dunque la curva avrà il nodo situato nella intersezione 
. degli assi, e sarà divisa da ciascuno in due parli uguali e sim- 
metriche, e la chiameremo Lemniscata regolare. Qui pure se le di- 
rettrici divengono due circoli uguali la distingueremo inoltre col 
nome di Lemniscata circolare-regolare. 
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296. I.e Lemniscate simmetriche (§ 294) e le Lemniscate 
regolari (§ 295) definite nella loro generalità non ricevono molle 
applicazioni nelle arti, ma però le loro numerose varietà le ren- 
dono proprie ad essere impiegate con successo nei lavori di or- 
nativa sia isolatamente o combinale con altre figure rettilinee o 

curvilinee, per il che gli 
artisti dovranno esercitarsi 
sotto un maestro di disegno 
geometrico. I fabbri-ferrai 
se nc serviranno per orna- 
mento delle cancellate c del- 
le ringhiere. Gli intarsiatori 
potranno trovargli posto nel- 
le figure dei loro mosaici. I 
pittori ne trarranno partito nelle decorazioni. Gli orali se ne 
varranno per ornare e dar forma agli oggetti di bigiotteria, ec 

297. Le Lemniscate simmetriche e regolari quali le abbia- 
mo supposte generate godòtio di una rimarchevole proprietà, la 
quale merita una speciale considerazione. Queste curve essendo 
chiuse ed intersecandosi hanno i due punti di inilessione, i quali 
si confonderanno col nodo, e se si suppone condotta pel nodo 
una tangente ad uno dei rami, questa si confonde sensibilmente 
col rumo stesso per un tratto più o meno lungo, per cui la 
Lemniscata in pratica è conosciuta più specialmente col nome 
di curva a lunga in/lessione. Di questa proprietà . c stata fatta 
una felicissima applicazione alla Meccanica come or ora vedre- 
mo ; intanto gioverà premettere alcune idee sulla descrizione e 
costruzione della curva in questione. 

Dcaerlslone e emtruzlonc dt-llu Lemnlacatn. — 

298. Descrivere ]ier punii una Lemniscata regolare (lato i asse 
1 Ut (fig. 195). Dal punto di mezzo C di llù preso per il nodo, si 
conducano due rette qualunque DC</. D'C d' le quali facciano un 
medesimo angolo con l’asse dalu, e sopra 1IC metà di li b si 
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descriva una semicirconferenza BEC, c quindi si prenda I arco 
Tirala poi la corda Cl* si riporli sul- 
punlo O si elevi una perpendicolare 
la semicirconferenza BEC in lì Final- 
mente fallo centro nel nodo ('. è eoi 
raggio Clì si descriva una circonferen- 
za, ed i punii d' intersezione M, m, M’ 
m' colle relte Dd, \)'d' simmetricamente 
disposti due a due rispetto agli assi Bò 
ed A a apparterranno alla Lemniscata 
Prendendo successivamente quante ret- 
te fanno bisogno che facciano due a due 
lo stesso angolo con I asse Bt, e ripe- 
tendo l' indicata operazione otterremo 
altrettanti punti della Lemniscata rego- 
lare, che uniremo con una linea |>cr 
averne la curva continua. Si- noli che se la retta D d passa |»el 
punto di mezzo E della semicirconferenza BEC, i punti clic si 
ottengono si confondono col nodo, perciò le rette DJ, l/d' de- 
vono condursi dal punto C in modo che taglino il (piarlo di 
cerchio BE 1 Se invece della semicirconferenza HOC si impie- 
gasse una ellisse, o una cassinoide o una curva chiusa qua- 
lunque, operando nel modo stesso otterremmo altrettante Lem- 
niscate regolari aventi l’ asse comune B6, ma differenti fra loro. 

299. Sul medesimo asse B b [pg. 19tì)si può costruire una 
Lemniscata con un processo molto più semplice. Sull' intero Bò 
come diametro si descriva la circonferenza BAòn e si prendano 
gli archi BD, BD' uguali, e pel centro C si conducano i diametri 
Dd, l/d'. Da una delle estremila D di essi si abbassi sull' asse 

1 La Geometria insegna die la Lemniscata costruita con tal pro- 
cesso è il luogo Geometrico ilei piedi di tulle le perpendicolari abbas- 
sate dal nodo C sopra le tangenti di una iperbol i equilatera, di cui 
l’asse maggiore fosse Tasse Uh della Lemniscata medesima. 


M*j[uguale*air arco BN. 
I asse da C in O, e dal 
all asse che incontrerà 
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lii perpendicolare DI’, e si riporli DI 3 sul respettivo diametro Dei 
dà D inM.ed in fine si taglino colla circonferenza descritta dal 
centro C col raggio CM i diametri De/, DV: i punti M.m.M'.m'd in- 
tersezione sono simmetrici due a due intorno agli assi II 6. A « ed 

appartengono ad una Lemniscata. 
Prendendo altri due diametri ed 
operando ugualmente otterremo 
altri quattro punti, c cosi via via 
proseguendo avremo una serie di 
punti appartenenti alla curva, i 
quali uniti col grado di conti- 
nuità richiesto dal bisogno. (§§ lì i 
al 68) daranno una Lemniscata 
regolare molto- differente da quel- 
la ottenuta col metodo preceden- 
te. Qui pure se si impiega invece della circonferenza una el- 
lisse o una cassinoidc o un' altra curva chiusa qualunque, 
seguendo le medesime operazioni avremo una Lemniscata re 
gelare differente per ogni curva ausiliaria presa nella costru- 
zione, la quale avra sempre il medesimo asse 116 

300. Vediamo ora coinè il modo con cui abbiamo in gene- 
rale supposta generata la Lemniscata suggerisca un processo 
perfettamente analogo per descriverla e costruirla. Do|m) aver 
tracciate sopra un piano le linee direttrici p }lp"p"', </<)<]'" <j". 1 
[ftg. 197). si scelgano sull una o sull’altra dei punti a piacere 
p. p', p", fi" , ec., e con una apertura di compasso ugpale ad 
una retta PQ, presa per lunghezza della retta generatrice, fa- 
cendo centro nei punti medesimi si descrivano tanti archi in 
modo da tagliare la direttrice opposta sotto un angolo quanto si 

1 Unn delle linee direttrici potrebbe esser retta e la curva gene 
rata esser parimente una Lemniscata, ma se fossero ambedue rette o 
eomposle di linee rette, la curva resultante sarebtie una ellisse, o una 
curva spezzala composta di archi ellittici (§§ 2U9, 415 . 
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può maggiore per irtcglio distinguere i punti respctti vi d inter- 
sezione q, q', q", q‘", oc., se quindi si uniscano i punti corrispon- 
denti con le rette pq, jfq', p"q". ]/"q'", ec. , avremo altret- 
tante posizioni della retta generatrice. Ora sopra ciascuna a par- 
tire dai punii p , //, //', j"', ec. 
si riportino le lunghezze pm, 
p/m', p"in' , p'"m m , ec. uguali 
alla distanza PM in cui il 
punto generatore M stabilito 
sulla retta generatrice PO si 
trova dalla estremità P cor- 
rispondente, e pei punti cosi 
determinati si faccia passare 
una linea continua che sarà 
la Lemniscata II disegnatore il quale per minor confusione di 
linee volesse risparmiarsi di tracciare le varie posizioni della 
retta generatrice potrà prendere una striscia di carta o una 
riga PQ. e sul suo lembo vi segnerà i tre punti P, M, Q. Quindi 
muovendo la striscia o la riga percorrerà col punto P una di- 
rettrice, mentre col punto Q non si allontanerà dall'altra ; in tal 
modo segnerà successivamente i punti in, m', m", in'" , ec. della 
Lemniscata corrispondenti alle varie posizioni del punto M 
301. Sopra gli esposti processi polrebbersi in qualche modo 
costruire degli apparecchi meccanici coi quali descrivere la 
Lemniscata Si immagini, per esempio, di aver tracciati sopra 
un piano dei canali lungo le direttrici: se due perni infissi in un 
regolo strisciano contemporaneamente con un movimento con- 
tinuo nei canali, un lapis infilalo in un punto del regolo descri- 
verà la Lemniscata corrispondente Questo procedere però esige 
di costruire delle canalalure per ogni nuova direttrice, il che 
non è accettabile dall' esercizio pratico delle arti. Quando le di- 
rettrici si possono costruire con meccanismi allora è facile con- 
cepire un apparecchio senza bisogno di tracciarle. Infatti si sup- 
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ponga di avere il compasso parabolico (fig. 103), (§ 147), ed il 
compasso ellittico [fig. 151) (§ 212), se i perni del regolo sud- 
detto si pongono in luogo dei lapis dei compassi, è chiaro che 
mettendo in movimento i perni questi descriverebbero respetti- 
vaniSnte una porzione di parabola e di ellisse nello stesso tem- 
po, e quindi il lapis del regolo descriverà la l emniscata che 
ha per direttrici quelle curve. 

302. Quando si trulli particolarmente di una Lemtiiscala 
circolare (§§ 204, 295), la facilità di descrivere meccanicamente 
il circolo riduce agevolmente in alto I’ idea precedentemente 
esposta dello stromenlo per costruirla. Infatti sopra un piano 
si piantino due chiodi C, G (fig. 198), intorno ai quali si fac- 
ciano girare mobil- 
mente le estremità 
di due regoli CP.GQ, 
e le altre estremità 
libere P, Q sieno im- 
perniate mobilmente 
in due punti di un 
terzo regolo PQ È 
evidente che se si 
imprime un movi- 
mento al sistema cosi 
disposto, i punti P e Q descriveranno due archi di cerchio P'p', 
( y'q " intorno ai respettivi centri C, G, e per conseguenza un lapis 
M infilato in un punto del regolo PQ descriverà sul piano con mo- 
vimento continuo una Lemniscata circolare Ed è 

facile comprendere che se facendo centro in G col raggio uguale 
alla somma dei regoli PQ, QG si segnano sull'arco descritto da 
P i punti //, P\ e facendo centro in C con. un raggio uguale alla 
somma dei regoli PQ, PC si segnano sull'altro arco descritto 
da Q i punti q", Q" determineremo gli archi p P', q" Q" che rap- 
presenteranno la lunghezza utile delle direttrici ossia degli ar- 
sa 
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chi ili oscillazione dei regoli CP, GQ, ed i raggi CF, Cp' e GQ"; 
Gg" condotti rcspetlivamente dai centri C, G alle loro estremità 
V'pf e Q", </' saranno le posizioni estreme dei regoli medesimi, 
lutine costruendo i tre regoli di lunghezza variabile, come rap- 
presenta la figura, e potendo prendere a piacere la distanza CG 
dei chiodi e la situazione del lapis lungo il regolo PQ, con que- 
sto apparecchio descriveremo qualunque Lemniscata circolare. 

Api»licnsloul ed racmpl. — 303. L'apparecchio prece- 
dentemente esposto, e la proprietà della curva a lunga inflessio- 
ne. ossia della Lemniscata circolare da esso descritta, di aver cioè 
una notabile porzione al di qua e al di là del nodo dotata di una 
curvatura cosi poco sensibile da potersi considerare senza errore 
come una linea retta (§ 297) costituiscono un principio fonda- 
mentale geometrico-meccanico frequentemente impiegalo nelle 
macchine per le trasformazioni del movimento circolare in ret- 
tilineo e viceversa Un tal principio non sfuggi alle considera- 
zioni dello spirilo inventivo del celebre Watt, e lo condusse 
alla invenzione dei sistemi di articolazione che il primo applicò 
alle macchine a vapore. È essenziale che le aste degli stantutli 
di queste macchine si muovano con molo parallelo, cioè che 
il loro punto di attacco percorra una linea parallela all’ asse 
ilei corpo di tromba : vediamo come ciò si ottiene. 

30i. Sia AB la direzione che deve percorrere alternativa- 
mente 1 asta MB di uno stantuffo ( fìg . 199), per trasmettere 
col mezzo del tirante MT un movimento rotatorio all'asse A, e 
C la posizione del punto di attacco M corrispondente alla metà 
della corsa. Da un punto qualunque D si abbassi sopra AB una 
perpendicolare DN, e col raggio DQ a piacere si descriva un 
arco QR : dipoi dal centro D e dal punto di intersezione Q si 
conducano pel punto C le rette indefinite Dd, Qq, e si taglino 
comunque con qd parallela a QD. Ora in un sistema di verghe 
dp, pP, PD uguali alle rette determinale dp, qQ, QD, ed artico- 
late nei centri fissi d, D e nelle loro estremità libere p, P, se il 
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punto di attacco M dell osta dello stantuffo è situalo sopra il re- 
golopPcome appunto lo è il punto C sopra la retta qQ, è chiaro 
che esso partecipando del molo alternativo dello stantuffo de- 
scriverebbe una Lem- 
niscata circolare sim- 
metrica intorno alla 
linea </D dei centri e 
che ha il punto C per 
nodo (§ 302). Ma se 
la corsa dello stan- 
tuffo è tale da obbli- 
gare le verghe dp, DI* 
a descrivere archi di 
oscillazione al di qua 
e al di là delle re- 
spettive |ierpendico- 
lari dn, UN piccoli 
quanto più si può, la verga pP si muoverà presso a poco paral- 
lela a se stessa. Dunque il punto di attacco M dell'asta M H 
descriverà al di sopra e al di sotto del punto, o nodo C una 
porzione di Lemniscata (§ 297), la quale non si allontanerà 
sensibilmente dalla direzione AB ; per cui ne resulterà il molo 
parallelo dello stantuffo. 

306. Se ritenendo la precedente costruzione si prende UQ >DN 
c si tagliano le rette indefinite Qq, Ud (pg. 200), in due punti 
qualunque’qr.|d con una retta dn parallela invece ad AB, e si di- 
spone in simile modo il sistema delle verghe dp.pM. DP uguali 
respcllivamente alle rette finite dq, qC, Dg, il punto di attacco M 
dell'asta MB si troverà invece sul prolungamento della verga pi’, 
e descriverà pure una Lemniscata, c se i punti q, 0 descrivono 
da una parte c dall' altra dei raggi dq. l)Q, archi molto piccoli, lo 
stesso punto M percorrerà in prossimità del punto o nodo C una 
piccolissima porzione di curvo, ed il suo moto si potrà conside- 
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rare come rellilineo secondo AB, e perciò si olterrà che lo 
stantuffo si muova sensibilmente con molo parallelo. 

306 In ambedue i sistemi articolati, stabiliti sulle costru- 
zioni geometriche ora esposte (§§ 30i, 303), i centri fìssi di 
rotazione delle verghe tip. PP [figg 199, 200). si trovano uno 

al di qua I n 1 1 ro al di là della 
linea di direzione AB : se in- 
vece la retta du parallela 
a tj\) o ad Ali taglia le 
indefinite D</, Qq o i lo- 
ro prolungamenti dalla me- 
desima parte del centro 
fisso D, ossia fra i punti C 
e I). i centri fissi D. d sa- 
ranno pure dalla medesima 
parte, e facilmente si com- 
prende che potranno stabi- 
lire dei sistemi articolali 
analoghi, nei quali il punto 
di attacco dell'asta MB de-, 
scrive una porzione di lem- 
niscata che pure non differisce sensibilmente dalla linea retta. 
Però affinchè 1’ applicazione del principio geometrico meccani- 
co, conduca questi sistemi articolati ad agire in atto pratico 
nelle migliori condizioni, è d' uopo che i dati di costruzione, 
cioè la disposizione e le dimensioni delle verghe che gli com- 
pongono, sieno scel ti convenientemente per ottenere che la por- 
zione di Lemniscata descritta 6i confonda quanto piò si può culla 
linea retta. Alla Chinemalica che intraprenderemo a studiare 
dopo le presenti Lezioni, spetta l’ insegnare le regole speciali 
per i casi che occorrono nella pratica: qui basti l'avere in- 
dicata l'applicazione generale del principio. 

Siffatti meccanismi sono impiegati nelle macchine a vapore 
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lisse, nelle quali il movimento alternativo dello stantuffo è di- 
rettamente trasformato in moto rotatorio. Per quelle macchine 
fisse ove il moto suddetto è cangialo nel movimento circolare 
alternativo di un bilanciere, il -celebre Watt immaginò un 
meccanismo più complicato, che è pure una applicazione del 
medesimo principio, ed è generalmente conosciuto col nome 
di Parallelogrammo di Wall. 

307. Chiunque abbia veduta una macchina a vapore lissa 
avrà osservato che l'asta MB ( fig . 201 ). dello stantuffo trasmette 
il movimento ad un braccio DN del bilanciere per asiane me- 
diala. cioè il punto M di attacco deir una non si trova imme- 
diatamente collocato sull’altro, ma vi è unito per I intermedia- 
rio di un paralle- 
logrammo PpMrn 
composto di ver- 
ghe rigide, artico- 
lato nei vertici, e 
quindi capace di 
prendere formedi- 
versc. Un vertice 
IN del parallelo- 
grammo è imper- 
niato nella estre- 
mità del braccio 
DN del bilanciere, 
ed un suo adia- 
cente P è impernialo sulla linea che passa per N e per 
l' asse di rotazione D ; nel suo opposto poi p è articolata la 
estremila di una verga rigida pd girevole intorno ad un asse 
fisso d, e nel quarto vertice libero è nocellalo il punto di 
attacco M dell'asta MB dello stantuffo. Or bene quando venga 
trasmesso il movimento a siffatto meccanismo poiché i ver- 
tici N, p sono obbligali a descrivere degli archi di cerchio 
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intorno ai respellivi centri l), d, il parallelogrammo cangia 
continuamente di forma, ed allora il vertice libero, o il punto 
di attacco M descrive una porzione di Lemniscata circolare 
simmetrica intorno alla linea D d dei centri I), d di rotazione, 
la quale si considererà pure come rettilinea, e perciò il moto 
si potrà riguardare come parallelo. 1 Infatti sia PpMN una 
posizione qualunque del parallelogrammo articolalo (fig 202): 

se si suppone prolun- 
galo il lato Mp linchè 
incontra in P' una pa- 
rallela al lato Pp con- 
dotta dal centro di ro- 
tazione l) si avrebbe 
DP'= Pp e l'p = DP 
cioè le rette I)//, P'p. si 
manterrebbero costanti 
durante il movimento, 
ed il punto I* descrive- 
rebbe intorno al centro 
D del bilanciere un arco di cerchio di raggio DP', mentre il punto 
p descrive l'arco di cerchio intorno al centro d col raggio pd ; 
ma allora il lato Mp del parallelogrammo articolato si muove 
come se fosse invariabilmente unito alla linea ipotetica P'p ; 
dunque il punto di attacco M situato sul prolungamento della 
medesima, descriverà una Lemniscata circolare simmetrica in- 
torno alla linea dei centri D, d, la quale ha per direttrici gli 
archi percorsi dai punti P', p (§§ 294, 302, 3015). 

308. Il parallelogrammo di Walt ha la proprietà, vantag- 
giosissima nelle macchine a vapore, di poter guidare in linea 
retta due aste alla volta. Imperocché la linea retta MD (Jig. 201 

1 La Chinemalica ossia la Meccanica Geometrica insegna ancoqui a 
determinare e a dis|iorre i vari pezzi del meccanismo |>ercliè maggiore 
sia l'elTello che sono destinati di produrre. 
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e 202), condotta pel centro D e pel punto M tagliando il lato 
P p del parallelogrammo in un punto ni, i triangoli simili DPro, 
DNM daranno 

Pm : NM ; ; DP : DN. 

dalla quale si rileva che essendo NM, 1)P, DN costanti, Pm lo 
sarà pure, cioè il punto m rimarrà ugualmente situato sopra il 
lato P p qualunque sia la posizione del parallelogrammo Ma dai 
triangoli stessi avendo Dm DM ” DP I DN la prima ragione è 
costante essendolo la seconda, e per conseguenza il punto m 
deve descrivere rispetto al centro D di similitudine una curva 
simile alla Lemniscata descritta dal vertice M Dunque una se- 
conda asta mb che abbia il suo punto di attacco nel punto m 
si moverà in direzione rettilinea e parallela all' asta principale 
MI!. 1 E questa seconda asta appunto è destinata nelle mac- 
chine a vapore a bassa pressione a condurre con movimento 
parallelo lo stantuffo della tromba a aria. 

309. Legge geometrica di natura. I quadranti solari, volgar- 
mente detti meridiane, quando sono completamente costruiti, 
offrono l' esempio di una Lemniscata differente da quelle che 
abbiamo (in qui considerate, ma non diffìcile a descriversi. Po- 
chissimi conoscono lo scopo e 1 utilità di questa curva. In ge- 
nerale coloro che regolano il loro orologio ad una meridiana in 
una data ora, notando dopo qualche giorno alla medesima ora 
che la macchina ha ritardato o avanzato sul sole, attribuiscono 
il ritardo o 1' avanzamento a difetto di costruzione o a imperizia 
dell’ orologiaro che lo ebbe nelle mani per ripararlo ; senza sa- 
pere che un orologio fra i migliori e perfettamente regolalo 

1 Siccome il punto P descrive un arco di cerchio col centro in D è 
chiaro che il lato Pp del parallelogrammo ifig. fot), si muove come se 
fosse articolalo unicamente nelle estremità alla verga pd ed al braccio 
DP, perciò il punto m descriverà una lemniscata circolare simmetrica 
intorno la linea dei centri Dd, di cui le direttrici sono gli archi percorsi 
dai punti P, p coi raggi PD, pd e coi centri D, d (§§ ?94, 301). 
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non può trovarsi d' accordo con una meridiana due giorni di 
seguito. Eccone la ragione. 

Se la terra avesse soltanto il movimento di rotazione sul 
proprio asse da ponente verso levante è chiaro che il sole si 
troverebbe sul medesimo meridiano dopo on intervallo di 
tempo sempre uguale e costante, ma essa camminando contem- 
poraneamente da levante verso ponente in una orbita ellittica 
intorno al sole (§ 176) il raggio vettore della Terra, ossia la di- 
stanza dei due corpi celesti, varia successivamente nel corso di 
un anno ; e siccome la forza d' attrazione del sole è più ener- 
gica quanto minore è quella distanza, perciò il movimento di 
traslazione «Iella terra è più o meno celere. Inoltre poiché 
T asse della terra è inclinato sul piano dell' orbita e si man- 
tiene parallelo a se stesso, la posizione del sole rispetto all’Equa- 
tore varia continuamente. Dunque per queste cagioni il sole, 
al quale per illusione dei nostri sensi attribuiamo il movimento 
che realmente ha la terra, non torna sullo stesso piano meri- 
diano che dopo un intervallo di tempo che ora è più lungo ed 
ora è più corto. Questa durata variabile che corre da mezzo- 
giorno a mezzogiorno o da mezzanotte a mezzanotte di uno 
stesso luogo si chiama giorno vero. Per avere una misura di 
tempo sempre uguale invece del giorno vero si prende per 
unità il giorno medio, la cui durata si ottiene dividendo la du- 
rata di tutti i giorni veri dell' anno pel numero dei giorni me- 
desimi. Dunque il tempo vero è quello che viene indicato 
dalle meridiane, il tempo medio quello segnato da un buono 
orologio a ruote. 

Or bene si supponga che Ali sia la linea meridiana di un 
quadrante solare verticale (fig. 203), sulla quale venga segnato 
da chicchessia il punto C ove cade V ombra della estremità 
dello stilo S nel dH5 aprile incirca, ed allora si rimettano le 
lancette di un orologio ben regolato al mezzogiorno preciso. 
Ciò fatto in diverse epoche dell’ anno da decorrere al lo aprile 
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successivo, e specialmente intorno al 15 maggio, al 15 giugno, 
al 2(3 luglio, al 31 agosto, al 3 novembre, al 24 decembre e 
alio febbraio, mentre l’orologio indica il mezzogiorno si segni 
per ciascuna epoca il punto ove cade l’ ombra dell’ estremità S 
dello stilo. Se per lutti i punti cosi segnali si fa passare una 

linea otterremo una Lemniscata, 
la quale ha per nodo il punto 
d’ ombra corrispondente all 5 
aprile, ed è tagliata dalla meri- 
diana AB nei due punti d om- 
bra b. d corrispondenti al 24 
decembre ed al 15 giugno. 
Questa lemniscata adunque è la 
linea sulla quale l’ombra dello 
stilo ritorna dopo la durata di 
un giorno medio, e sulla quale bisogna regolare gli orologi a 
ruote ; perciò si chiama meridiana del tempo medio come la li- 
nea AB è la meridiana del tempo vero. 1 

310. Le tangenti, le normali, e la misura della Lemniscata 
richiedono eglino delle considerazioni da prendersi particolar- 
mente in esame? Le loro applicazioni sono rare nella pratica, 
e qui, stimando inutile il trattenervisi, rimandiamo gli studiosi a 
quel poco che accennammo sulla generalità delle Curve. 



1 Se per tutte le linee orarie si procedesse con operazioni analo- 
ghe potremmo descrivere altrettante lemniscate, che sarebbero le linee 
orarie del tempo medio, e cosi avremmo costruito un quadrante solare 
capace di indicare il tempo medio completamente con una precisione 
maggiore di quella che raramente darebbe un orologio ordinario. 
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V .* * ’ . ' * 

Genesi e applicazioni delle Spirali. — Spirale d' Archimede — 
Spirale jxtrabolica. — Spirale iperbolica — Spirale loga- 
ritmica 

' . ■ * • 

Genomi c appllcnzloni delle Spirali. — 341. Un punto 
mobile M [fig. 204) che sopra un piano gira continuamente in- 
torno ad un punto fisso C allontanan- 
dosi o avvicinandovisi con qualsivo- 
glia legge genera una linea curva 
ABMDE...C,che in generale si chiama 
Spirale. Da questa generazione si ap- 
prende che la Spiralo è una curva 
piana e aperta (§ o), che si estende 
all infinito con infinite rivoluzioni, e 
che perciò può esser tagliata da una 
linea retta in una infinità di punti differenti. 

312. Il punto fisso C è il cenlto della Spirale, e la retta MC 
che va da una posizione qualunque M del punto generatore al 
centro C è il raggio vettore. Ogni porzione di Spirale corrispon- 
dente ad una rivoluzione del raggio vettore si chiama Spira. 

Due Spirali generate colla medesima legge ed aventi il centro 
comune si chiamano Spirali compagne. Siccome possono essere 
variatissime le leggi con cui crescono o scemano successiva- 
mente le lunghezze dei raggi vettori, cosi esiste una grande va- 
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rida in questa famiglia delle curve Spirali; ma poiché non tutte 
sono d' interesse pratico noi ci occuperemo qui solamente di 
quelle, delle quali si può in qualche modo far uso nelle arti. 

313, Le Spirali sono frequentemente impiegate dalla Archi- 
lettura negli ornamenti delle fabbriche, cioè per dar forma alle 
volute dei capitelli delle cotonile [fiq. 205), come alle volute 

delle mensole, dei mo- 
diglioni e dei serragli de- 
gli archi. Si può impiega- 
re un arco di spirale per 
formar la centina degli 
archi zoppi o rampanti 
che debbono esser tan- 
genti ai piedritti, ove l’ar- 
tista lo giudicasse capace 
a produrre un migliore effetto di un’ altra curva. 

La Meccanica in qualche ruota elevatrice dell’ acqua dispo- 
ne dei tubi in modo che abbiano una loro estremità aperta 
posta sulla circonferenza della rota, e che avvolgendosi in spi- 
rali compagne (§ 312) si riuniscano al centro in un tubo unico 
Se una ruota siffatta si immerge verticalmente nell' acqua, dan- 
dole un molo rotatorio in senso contrario all andamento decre- 
scente dei raggi vettori l’acqua si eleva pei tubi spirali fino 
al centro, e perciò sgorga pel tubo comune a cui fanno capo. 
Negli orologi le molle clic con la loro forza di elasticità impri- 
mono il movimento al meccanismo, come quelle che mantengo- 
no le oscillazioni del bilanciere sono appunto disposte in spirale 
Il Magnano si serve della forma spirale per una moltitudine 
di ornamenti di ferro, ed in specie nella costruzione delle molle 
delle loppe e dei campanelli. Le molle delle carrozze, i cap- 
pelli di paglia, ed i prodotti della natura stessa, come certe 
conchiglie e le corna di alcuni animali, non presentano altret- 
tanti esempi di spirali piane ? 
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314. La maggior parte degli artisti incintali a contentare il 
loro occhio, sia pure esercitato ma raramente sicuro da errore, 
e a rispiarmiare le operazioni per conseguire un guadagno sem- 
pre maggiore a scapito della perfezione dei loro lavori, costrui- 
scono queste curve a mano ed a vista : però devono persua- 
dersi che giungeranno più sicuramente a dare ad esse un anda- 
mento uniforme, e quindi a renderle più gradevoli all’occhio, 
impiegando dei mezzi geometrici che sottomettano costante- 
mente in tutta la loro estensione la costruzione alia legge con 
la quale si suppongono generale. 

Spirale 4’ Archimede. — 3 1 5. La Spirale CMMiM,M 3 .... 
(flg 206) generata da un punto m che si muove uniformemente 
lungo una retta CB indefinita, mentre questa medesima retta gira 
uniformemente e ripetutamente intorno ad un centro fisso C, è 
chiamata Spirale di Archimede , dal nome stesso delGeomclra Sira- 
cusano che primo ne scoprì le principali proprietà. Essendo non 
ancora familiari ai nostri uditori le idee di moto uniforme da cui 
abbiamo supposta generata questa curva, meglio si comprenderà 
la legge geometrica con le seguenti considerazioni. 

316. Si concepisca che il raggio CA di un circolo qualun- 
que A A' A" A"' (fig . 206) giri intorno 
al centro C nello stesso tempo che 
un punto m partito dal centro cam- 
mina sopra il raggio; se il rapporto 
del raggio CA allo spazio Cm per- 
corso dal punto è costantemente lo 
stesso che quello della circonferenza 
AA'A"A"' all' arco AA'a descritto 
dall estremità A del raggio CA, il 
punto m segue appunto I andamen- 
to della spirale di Archimede. Cosi se il raggio CA dopo un 
quarto di giro si trova nella posizione CA', il punto m deve 
trovarsi in M ed aver percorso uno spazio CM uguale al quarto 
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del raggio CA' ; dopo un mezzo giro il punto m si troverà in 
M, sulla metà del raggio C A"; dopo tre quarti di giro arriverà 
in M, avendo percorso i tre quarti del raggio CA'", e finalmente 
dopo una intera rivoluzione il punto m giungerà a confondersi 
colla estremità A del raggio nella sua posizione primitiva, e 
la curva CMM.M^jA sarà una spira (§ 312) della spirale di 
Archimede. Ma facendo fare un secondo giro al raggio CA il 
punto generatore m uscirà dalla circonferenza, e seguitando a 
percorrere il prolungamento del medesimo, dopo un quarto, la 
metà, tre quarti di giro e dopo il giro compiuto si troverà nei 
punti M k , M„ M 0 , M„ avendo percorso al di fuori della circon- 
ferenza un quarto, la metà, tre quarti del raggio e l’ intero 
raggio, e la curva AM,M S M ( M 7 sarà una seconda spira ; prose- 
guendo con simili considerazioni ad una terza ad una quarta, ec. 
rivoluzione del raggio seguiremo l'andamento di una terza, di una 
quarta ec. spira della curva in questione. Dunque i raggi vet- 
tori della spirale d' Archimede aumentano sempre della medesima 
quantità di raggio CA per ogni ugual porzione della circonferenza 
A A 1 A" A. 1 ", e perciò sono divisi dalle spire tu parli uguali preci- 
samente alla lunghezza del raggio medesimo . 

317. Quel circolo di cui il raggio CA (fig. 206) è percorsa 
dal punto generatore durante una rivoluzione si chiama circolo 
regolatore, il centro C si distingue più particolarmente col 
nome di polo, ed il raggio CA lo chiameremo passo. Siccome 
una seconda, una terza ec., posizione del raggio CA si può ri- 
guardare come primitiva, è chiaro che ritenute le precedenti 
considerazioni tutte le spirali di Archimede corrispondenti alla 
prima posizione, saranno spirali compagne (§ 312). 

31.8. Dato il circolo regolatole ovvero il passo CA, descri- 
vere per punti la Spirale di Archimede [fig. 207). Si divida la 
circonferenza descritto col raggio CA in un numero qualunque 
di parti uguali, per esempio in 12, e si numerino progressi- 
vamente i punti di divisione a partire da un punto qualunque 
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nel medesimo senso verso il quale si richiede che la Spirale 
vada allontanandosi dal polo C. Si divida parimente il raggio 
CA che passa per il punto XII nel medesimo numero di parti 

uguali, e si numerino progres- 
sivamente andando dal polo 
C al punto A Infine coi rag- 
gi CI, C2 C3, Ci Ci I si 

descrivano altrettanti archi di 
cerchio concentrici al circolo 
regolatore, i quali taglino re- 
speltivamente i raggi CI, CII, 

CUI, CIV CXI segnali dal 

tig 207 . numero corrispondente, e poi 

unendo i punti d’intersezione a, 6, c, d ..A con una linea (§§62 
al 68) otterremo la prima spira Cabc . A della spirale richiesta 
Per avere la seconda spira si riporterà una delle divisioni del 
raggio CA dodici volte di seguilo sul suo prolungamento, e 6Ì 
opererà come abbiamo fatto per la prima spira. Volendo una 
terza spira si aggiungeranno altre dodici parli alle precedenti c 
si ripeterà la stessa operazione, e continuando in siffatto modo 
potremo ottenere quel numero di spire che deve avere la ri- 
chiesta spirale di Archimede. 

Quanto maggiore sarà il numero delle parti uguali in cui 
verrà divisa la circonferenza del circolo regolatore, tanto più 
esattamente rimarrà determinato l’ andamento della curva ; ed 
è chiaro poi che le spire avranno una minor lunghezza ed 
una maggior curvatura quanto più piccolo sarà il passo o il 
raggio del circolo regolatore. 

319. La proprietà geometrica della Spirale di Archimede, 
(§ 316) o per meglio dire il modo con cui 1 abbiamo suppo- 
sta generala, (§ 313) ha somministrato un mezzo facile per co- 
struirla meccanicamente. Sia CB (fhj. 208) una riga girevole 
intorno ad un pernio fìsso C; nel quale sia fissalo immobil- 
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mentè un rocchetto, e sia A un corsoio capace di strisciare 
lungo la riga, e munito di una matita o un lapis; se si attacca il 
capo a di un filo al corsoio A e f altro capo si fissa sulla cir- 
conferenza del rocchetto, e si 
\ fa girare la riga, il filo avvol- 

gendosi sul rocchetto immobile 
11 tirerà il corsoio A verso il cen- 
tro C, ed il lapis segnerà la 
Spirale d Archimede (§ 315). 
Infatti per ogni angolo uguale 
descritto dalla riga, il filo si 
av'olge sulla circonferenza del 
rocchetto per archi uguali, e quindi il corsoio si avanza sulla 
riga quanto le lunghezze loro ; e quando la riga avrà compiuto 
l'intero giro, il corsoio si sarà avanzalo sulla primitiva posizione 
della riga verso il centro c di una lunghezza uguale alla circon- 
ferenza rettificata del rocchetto, e cosi dovendo accadere per 
ogni giro della riga, quella lunghezza sarà il passo o il raggio 
del circolo regolatore, e perciò la curva disegnata sara la Spi- 
rale di Archimede (§ 315). Volendo poi descrivere spirali dif- 
ferenti fra loro, bisognerebbe costruire per ognuna un nuovo 
rocchetto che avesse la circonferenza rettificata uguale al re- 
speltivo passo. Per ovviare a questo inconveniente ecco come 
potrebbe formarsi a parer mio un vero e proprio compasso atto 
a descrivere la curva di qualunque passo 

320. Sia AA [fig. 209) l’ asta orizzontale di un compasso a 
verga infilata nella gamba BC in modo che possa scorrervi e 
fissarvisi mediante un rocchetto r, che girando nella gamba in- 
castra nella dentatura intagliata nell'asta. La gamba BC termini 
nella punta C, e l'asta AA termini da ambe le parti nei due 
sopporti S,S, nei quali giri I’ asse VV di una vile continua pa- 
rallelo ad AA. La vite poi attraversando liberamente la gamba 
BC incastri nella madrevite praticata nell altra gamba DM del 



Digitized by Google 


LEZIONE DECIMASF.STA. 


tjtì 

compasso, la quale munila inferiormente del lapis M sia mante- 
nuta verticale, ed in guida dall' asta AA per mezzo di una in- 
taccatura D fatta nella estremità superiore. Finalmente ad una 

estremità del- 
l asse della vi- 
te sia invaria- 
bilmente fis- 
sata al di fuori 
v dei sopporti 
una rotella RR 
di raggio qua- 
lunque, ma u- 

•«Vi n a n t 

fir. 209 . gusle alla di- 

stanza della punta C all asse. Ora se si fa girare il compasso 
sopra il piano del disegno intorno alla punta C in modo che la 
circonferenza della rotella mantenendosi costantemente a con- 
tatto col piano faccia girare la vite, la gamba DM girando in- 
torno alla gamba BC si trasporterà nello stesso tempo lungo 
l’asta AA, ed in conseguenza il lapis M segnerà una Spirale di 
Archimede. Ed essendo cogniti per costruzione il raggio VR 
della rotella, lo spazio Mn percorso dal lapis M durante una ri- 
voluzione di essa, chiamato dai meccanici il passo della vile VV, 
quando si voglia che la Spirale abbia un passo determinato NM 
nella disposizione del compasso dovrà verificarsi la proporzione 
Mn ; MN " VR ! RC, cioè deve darsi alla verga AA per mezzo 
del rocchetto r una posizione tale da avere la distanza RC 
quarta proporzionale dopo il passo della vite, il passo dato 
della spirale, ed il raggio della rotella. 1 

1 Ecco la dimostrazione: Prendendo RC ugual» al raggio VR, per 
un giro dello stroinento intorno a C il lapis si sarà Avanzalo del passo 
Mn della vite. In ogni altro caso sia n il numero dei giri della rotella 
per un giro dello stromento.e sia NMIo spaziocorrispondente percorso dal 
lapis, avremo t n ” Mn ; MN, ma sulla circonferenza descrittacol rag- 
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321 Lo slrornento testò descritto disegna le spirali in 
un sol senso, però volendole in senso contrario bisognerà che 
la vile sia intagliata inversamente. Due spirali descritte in 
si contrario modo saranno simmetriche, e se hanno il polo 

comune C (fig. 210) si potrà far 
passare per esso e pei punti di 
intersezione ec. una linea 

retta la (piale sarà la linea di 
simmetria.' Fra tutte le spirali 
quella di Archimede è preferita 
dalla meccanica per la sua pro- 
prietà (§310) nella trasmissione 
equabile dei movimenti, c-spe- 
cialmcnle nella trasformazione 
del moto circolare continuo in 
rettilineo alternativo, ove si impiega una ruota formata a guisa 
di cuore BADa da due spire simmetriche e girevoli intorno al 
polo C ; ma nelle arti ornative la scelta dipenderà dal buon gu- 
sto dell' artista. 

322. Può esser utile il saper condurre una tangente alla 
spirale di Archimede, specialmente all'arte di fabbricare, che è 
nel caso di impiegare un arco di spirale alla costruzione degli 
archi zoppi o rampanti (§ 22). Sia M un punto della spirale 
CAMB ... (fìg 211) dal quale si voglia condurre la tangente. Col 

ilio CR deve svilupparsi la circonferenza della rotella tante volte quanti 
giri fa sul proprio asse mentre ne fa uno intorno all’ asse BC, ed in 
conseguenza essendo le circonferenze proporzionali ai raggi abbiamo 
I : re : ; VR : RC : dunque avremo Mn : MN II VR I RC. 

1 Occorre nell' architettura di impiegare le spirali simmetriche 
nella descrizione delle volute dei capitelli [fig. 205). In tal caso volendo 
I’ architetto applicarvi la spirale di Archimede, gli bisognerebbero due 
consimili compassi con le viti intagliate in senso contrario, e facilissimo 
ci sembra di poter costruire un sol compasso il quale riunisca am- 
bedue, le viti c faccia i due uffici; ma un tal problema di costruzione 
di macchine lo rilasciamo all’ ingegno ilei giovani costruttori. 

ai 
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raggio vettore MC condotto da M si descriva la circonferenza 
MDEF, e dal centro o polo C si elevi sopra MC la perpendico- 
lare CT , dipoi si riporli da C in T la lunghezza della semicir- 
conferenza rettificata (§§ 71 al 75), e per M e T si conduca MT 

che sarà la tangente richiesta 
Dunque si conduce la tangente 
MT ad un punto M della spirale 
d Archimede determinando la ipo- 
tenusa di un triangolo rettangolo 
di cui il raggio rettore è un lato, 
ed ha pei • i altro lato la semicir- 
conferenza rettificala descritta col 
raggio medesimo. 1 La normale 
alla curva nel punto M si condurrà elevando una perpendico- 
lare MN sopra la tangente MT dal punto stesso. Finalmente per 
condurre la tangente e la normale da un punto situalo fuori 
della curva si ricorrerà ai metodi generali. 4 

323. Per la misura lineare della spirale di Archimede faremo 



Fig. MI. 


uso dei metodi generali (§§ 69 al 76) ; ma per misurare la su- 
perficie di uno spazio di spirale ci varremo della seguente re- 
gola. Essendo noto il raggio AC del circolo regolatore (fìg. 212), 
la quadratura di un segmento qualunque CBMC di spirale for- 
mato dall’ arco CBM, e dal raggio vettore CM si rappresenta con 


(<) 


CM 


CM 

CA 


cioè si misura un segmento di spirale moltiplicando il terzo del- 


1 Questa regola è stata dedotta dal metodo di Roberval, ed è ap- 
plicabile a tutte le curve, imperocché è fondala sopra un principio 
generale della rappresentazione grafica della composizione dei movi- 
menti. In una delle note finali il lettore troverà dato un accenno di 
questo metodo. 

* Vedi le note poste in fondo al libro sulla costruzione delle tan- 
genti e delle normali. 
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i area del circolo di cui CM è il raggio, per il rapporto di guesto 
raggio a quello CA del circolo regolatore. ' 

Se il raggio vettore CM è uguale ni raggio CA il loro rap- 
porto è I' unità, e quindi la espressio- 

l — » 

ne (1) diviene — n . CA ; cioè si mi- 
sura l'area dello spazio spirale CBAC 
racchiuso dalla intera prima spira C B A 
e dal passo CA prendendo il terzo del 
circolo regolatore. 

Se CM è uguale al doppio di CA il 
loro rapporto sarà 2, e dalla stessa 
(1 ) si rileva che la somma dell area 
compresa dalla prima spira CBA e di 
quella compresa dalla linea spirale CBADE, composta della jrrima 

g 

è della seconda spira sommale insieme, .è - del circolo rego- 
latore. 

Togliendo da questa somma l' area racchiusa dalla prima 
spira CBA rileviamo che la misura della sola area CBADEA rac- 
chiusa dalle due successive prime spire si ottiene prendendo i 

7 * 

— del circolo regolatol e. 

Infine se si toglie la superticie CBA racchiusa dalla prima 
spira da quella CBADEA racchiusa da ambedue le spire si tro- 



Eig *lì. 


1 Nella equazione generale S = f / r' do, che rappresenta l'area 


curvilinea di una superGcie per mezzo delle coordinale polari, si so- 
stituisca il valor di 0 dato dall'equazione della spirale di Archimede 
2it.r=p0 ove r è il raggio vettore, 8 l'angolo da esso descritto e p 

r> dr 

f 

ed integrando S = ^ — ; e nel nostro caso essendo r — CM, p — CA 

3 p 

4 C M 

sarà S -- CBMO r ^ come la regola insegna. 


il passo, ossia il raggio del circolo regolatore: avremo (t)S= * f 

» ’ 0 
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vera che i area CBAEDA intercetta fra la prima e la Seconda 
spira ed i passi CA, AE, è il doppio del circolo regolatore. 

Facendo poi il raggio CM uguale successivamente a 3 . CA, 
4.CA, 5.CA ec. con ragionaraentj ed operazioni analoghe si tro- 
veranno le superficie racchiuse dalle intere spirali formate di 
3, 4, 5, cc. spire, e per conseguenza anco quelle intercetto fra 
due spire consecutive, le quali si vedrebbe che vanno crescendo 
nello stesso rapporto del numero delle spire. 1 

Spinile pnrniiollcH. — 324. Descritta una circonferenza 
ausiliario qualunque si divida in qualsivoglia numero di parli, 

' Per ottenere la superfìcie della prima spira, nella formula (1)" 
della noia precedente abbiamo esteso l'integrale da r = o, ad r = p; 
estendendolo successivamente ad r = i p, —3p, — ip ec. avremo la su- 
perficie delle prime due, delle prime tre, delle prime qualtro spire, 
e cosi di seguito, imperocché il raggio vettore percorrendo ad ogni 
nuovo rivolgimento la superficie già percorsa nel precedente, l'integrale 
deve contenere la superficie di tutte le prime spire precedenti. Dun- 
que essendo in generale n il numero delle spire, avremo per le prime 
(n — I)* 1 "*, ed (n spire le somme seguenti 

• j * ( n — 0* p\ 5 * n* p*. Ì 15 ( n ( )* r* 

o quindi le superficie S n , S n + , racchiuse dalle spirali terminale dal- 
la n‘ inl * ed (n -t- spira si esprimeranno con le differenze 


c per indicare lo spazio intercetto fra le spire n ed (n-t-t) facendo 


Y'+t 

e riducendo 2i„ — Sn. * p’. 

Dunque le aree intercetto fra due spire consecutive crescono nello 
stesso rapporto del numero delle spire. 





Il 
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per esempio in 12 (fig. 213), e si segni con numero progressivo 
ciascun punto di divisione. Condotti i respettivi raggi CI, C2. 
C3 .. CA e scelta una retta qualunque di lunghezza costante clic 

si chiamerà parametro, si deter- 
minino tante medie proporzionali 
Chi,, Cm», Cm,,.. Cm fra la retta 
costante e le lunghezze degli ar- 
chi A1.A2, A3 ... Al 2, le quali 
si riporteranno sulle direzioni 
dei raggi respcttivi a partire dal 
centro C. La curva che si fac- 
cia passare pei punti m , in, 

m, ni,, cosi determinati si 

avvolge intorno al polo C e si chiama spirale parabolica per una 
certa analogia di costruzione con la parabola 1 (§§ 112, 114. 
138). Seguitando ad operare analogamente per un secondo, un 
terzo giro ec. aggiungendo alle lunghezze degli archi Al. A2. 

A3 Al 2 quelle di una. di due circonferenze ec. costruiremo 

una seconda, una terza spira c cosi di seguito in infinito. In 
questa spirale quanto più crescono i raggi vettori, tanto più 
si avvicinano le spire fra loro, senza però giungere a toccarsi 
giammai ; cioè il passo va continuamente diminuendo senza di- 
venir mai zero. 4 Una tal proprietà potrà in qualche caso par- 

' Chiamando r il raggio vettore della spirale, 0 l'angolo descritto da 
esso c p il parametro o la retta costante, saranno r e 9 l'ordinata e la 
ascissa polari, e per costruzione avremo 8 ! r " r | p; ma per la pa- 
rabola ordinaria abbiamo x • y \ \ y \ p, dunque le due curve hanno 
le coordinate che godono della medesima proprietà. 

5 Infatti se si rappresentano con R» ed R „ + i i raggi vettori cor 
rispondenti ad « ed (n-M) spire avremo per costruzione 

R* = (S n» + i| p R * = (8(n-+- I)it -+- 9t p 

n N+l ^ ' 

« * 

d' onde R n+ 1 — R„ = 8 n . p 
ma abbiamo R n+1 — R„ = ( R„ +1 — R„ )( R ( -t- R ) 



log. 213. 
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licolare rendere utile questa spirale in preferenza di altre, ed è 
bene che sia conosciuta dagli artisti. 

325. Dato il circolo ausiliario condurre la tangente e la normale 
ad un punto qualunque M della spirale parabolica (fig 213, Si 
tiri il raggio vettore MC, e dal polo C si elevi la perpendico- 
lare CD e si descriva l'arco MN (in che incontri in N il raggio 
del circolo ausiliario corrispondente all'origine delle divisioni 
(§ 324). Si riporli due volte la lunghezza dell arco MN da C in 
T e si tiri la MT, che sarà la tangente richiesta. I.a perpendi- 
colare Mn elevata su di lei nel punto M sarà la normale ' 
Spirale Iperimiieu. Descritta una circonferenza 

di raggio CA determinato e co- 
stante ( fig 21 4), dal centro C e 
dall'estremità A si elevino so- 
pra CA le perpendicolari inde- 
finite CB, AS. Di poi se si de- 
scrivono tanti archi concentrici 
pm. p'm', p"m". cc. e partendo 
dalla Cll si prendono uguali 
in lunghezza al raggio CA, la 
curva che si faccia passare 
pei punti m. in', ni", ni'", ec. 
sarà una spirale/ di cui il cir- 
colo di raggio CA si chiamerà 
circolo regolatore. In questa spirale facile è notare che : 

1° Crescendo o scemando il raggio vettore CM scemano o 



Eig. 214 


Dunque se P è il passo avremo 


P - R , — R 

n-4-l n 


i r. p 
Rii 4.1 + Rn 


«l'onile apparisce che P diminuirà col crescere di n, nè giungerà mai 
a zero. 

1 La dimostrazione di questa regola dipende da principii di analisi 
non tanto elementari, che I* indole del libro e la brevità di una nota 
non consentono che venga <|Qi riportata. 
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crescono gli angoli che esso respellivamente forma colla inde- 
finita CB ; quindi : 

2" Crescendo il raggio CM la curva si avvicinerà continua- 
mente alla indefinita AS senza toccarla giammai, per cui la AS 
è della asintoto della spirale.. 

3° Scemando il raggio CM siccome gli angoli suddetti po- 
tranno contenere una volta, due volte, tre volte, quattro angoli 
retti ec. cioè CM farà un giro, due giri, tre giri ec. perciò la 
spirale si rivolge intorno al poh C con un numero infinito di 
spire senza mai giungervi, ed il passo continuamente diminuisce 
verso il polo medesimo. 

La spirale che gode di siffatte proprietà e<4 in tal modo co- 
struita si chiama spirale iperbolica per una certa analogia che 
essa ha con la iperbola. 1 

327. Ecco come dipendentemente dalla stessa iperbola si 
può costruire questo spirale. Descritta per semplicità la iper- 
hola BrijD equilatera [fig. 21 5), e perciò gli asintoti AS, AR per- 


1 Per un punto qualunque M chiamando 9 l'arco QR descritto* 
dalla retta costante CA, ed r, a, il raggio vettore e la costante stessa, i 

settori simili QCR, PCM darannoCR! CM ", QR PM, d'onde (t) r = a - 

equazione polare della spirale iperbolica analoga alla equazione della 
c* 

iperbola Ira gli asintoti y = —.ove c è una quantità costante. Dalla (<) 

x 

a * 

si rileva che per n giri il raggio corrispondente sarà r m = ^ ^ .pcr 

cui un tal valore diminuisce col crescere di n; inoltre per (n -t- I) giri 


rilevando dalla (1) clic r = 


P = r — r . = 


*+• 2 (n-i- !)*-+- 9 

2 rr a 


- avremo il passo 


“+* {2(n -+-<)«-»- 9)(2nit-t- 9)' 

Dunque il passo diminuisce continuamente coll'aumentare ancora il nu- 
mero delle rivoluzioni del raggio vettore. 
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pendicolari fra loro, da un punto C qualunque di uno di essi 
stabilito come polo della spirale si descriva una circonferenza 
ausiliario, e si divida in parti uguali, per esempio in 12, 

e si segnino i punti di 
divisione con numero 
progressivo a partire dal 
raggio Cm parallelo all'a- 
sintoto AS. dipoi si divi- 
da il raggio C9 che coin- 
cide coll altro asintoto 
nel medesimo numero 
di parli uguali, si con- 
trassegnino i punti di di- 

visione in modo simile dal 

f ' 8- ì,!i - centro verso la circon- 

ferenza, e visi conducano altrettante parallele n,1 , n,2, n,3, ee 
ad AS finché incontrino la iperbola. Infine si riportino le n,1 , n,2. 
o,3, ec. sopra i raggi contrassegnali dello stesso numero a par- 
tire dal polo C, e la curva che si farà passare pei punti ni. 
m„ in,, oij, ec. cosi determinati sarà la spirale iperbolica Ri- 
portando lungo l’asintoto CR le 12 divisioni del raggio al di 
fuori della circonferenza ausiliaria due, tre ec. volte, ed ope- 
rando similmente, otterremo la seconda, la terza ec. spira fino 
all' infinito senza raggiungere il centro. 

328. La spirale iperbolica meglio conviene della spirale Archi- 
medea alle volute dei Capitelli, le quali devono avere la distanza 
delle spire decrescente, e terminare verso il polo con un piccolo 
eerchioche dagl i architetti è detto occ/iio, 'imperocché le spire dopo 
i primi giri compariscono siccome circonferenze che abbiano per 
centro il polo medesimo. Cosi costruendo le volute del Capitello 
Ionico (pg. 205) secondo una spirale iperbolica che abbia il polo 
nel centro dell'occhio, gli Architetti otterranno una forma di mag- 
gior grazia c regolarità che non conseguirebbero con altre spirali . 
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329. Per condurre la tangente ad un punto m della spirale 
iperbolica (/></. 214) si tiri il raggio vettore Cm, e dal polo C 
si elevi la perpendicolare CM Ciò fatto; se sopra il prolunga- 
mento di mC si forma un triangolo rettangolo mDT di cui i 
lati mL), [)T stieno fra loro come il passo nM preso sulla per- 
pendicolare CM sta alla lunghezza della circonferenza descritta 
col raggio vettore Cm, la ipotenusa mT sarà la tangente al 
punto m. La normale sarà al solito la perpendicolare mN 
condotta alla tangente dal punto di contatto. 1 

Spirale logaritmica. — 330 Descritto un circolo di 
raggio qualunque CM [frg. 216) si divida la circonferenza in un 



Fig. 216. 


numero di parti uguali, per esempio in 12, ed a partire da una 
data posizione CM del raggio si numerino progressivamente i 
punti di divisione, e si conducano i raggi Cm. C2, C3, ec., i 
quali formeranno altrettanti angoli al centro uguali fra loro; in- 
fine prolungali indefinitamente i raggi CM, Cm si conduca da 
M la retta MM' che faccia un angolo qualunque CMM' con CM. 
Adesso sopra il prolungamento di CM si prenda CI uguale a 
CM', e da 1 si tiri N"1 parallela ad MM', si prenda C2 = CN" 
e si tiri N'"2 parallela a N"1, si prenda C3 = CN'" c si tiri 

1 Vedi le avvertenze delle note le* del § 322. 

ai 

i 
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1N""3 porti liciti a N'"2, e cosi successivamente di seguito fino 
all infinito. Se i segmenti CN". CN'", CN"", ec. si riportano a 
partire dal centro C sopra i raggi prolungati quanto occorra e 
contrassegnati dal numero corrispondente, la curva che si farà 
passare pei punti M, M', M", M'", ec. cosi determinati si chiama 
Spirale logaritmica. 1 * * * * * II circolo di roggio costante CM anco qui 
lo chiameremo circolo regolatore E siccome non v’ è limite che 
arresti l’ operazione colla quale vengono successivamente de- 
terminati i segmenti sulla retta CB, perciò la spirale logarit- 
mica fa un’ infinità di giri allontanandosi sempre dal centro o 
polo C. 

Viceversa dal punto m di CB condotta mn' parallela ad MM' 
sopra CB si prenda CI = Cn' e da I si tiri ri'\ parallela ad 
mn', si prenda C2 = Cn" c da 2 si tiri n"*2 parallela ad n"1 . si 
prenda C3 = Cn"' e da 3 si tiri n""3 parallela ad n' 7 2, e cosi 
successivamente all’ infinito. E se i segmenti Cn', Cn", Cn'". ec 

si riportano sui raggi CH, CIO, C9 CM in ordine inverso 

da C in m', m", ec. . la spirale passando per questi punti fa 
in pari modo una infinità di giri avvicinandosi invece al centro 
C senza però giungervi giammai. 

334 . Le rette CB, CD ffg 2f6) essendo tagliate proporzio- 
nalmente da tutte le parallele ad MM', è facile argomentare che 
i segmenti ossia i raggi vettori sono proporzionali fra loro, c 
quindi il passo della spirale logaritmica anderà proporzionata- 
mente crescendo e viceversa 

1 Dalle parallele che tagliano le rette CB, CD ( fig . il6j si rileva che 

i segmenti CN 1 , CN", CN'", ec. sono proporzionali fra loro; perciò due 

raggi vettori che facciano tra loro un angolo dato stanno sempre nello 
stesso rapporto, o in altri termini mentre l’ angolo che il raggio vettore 

fa con un raggio fisso CM cresce in progressione aritmetica, la lunghezza 

del raggio vettore cresce in progressione geometrica. La corrispondenza 

fra i termini di queste progressioni costituisce la teoria dei logaritmi, 

cd ecco la ragione per culi geometri hanno dato a questa curva il nome 
di spirale logaritmica. 
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Inoltre tirando le corde MM', M'M", ec., avremo i 

triangoli CM'M. CM"M\ CM'"M", ec. uguali respettivamente ai 
triangoli CM'M, CN"I, CiN "'2, ec. perchè hanno per le costru- 
zioni eseguite ;§ 330) un angolo uguale compreso fra lati ugua- 
li ; ma essendo M'M, N'M, N'"2, ec. parallele fra loro, i secondi 
sono simili fra loro, dunque anco i primi saranno simili, e per- 
ciò gli angoli CMM\ CM' M". CM" M"\ ec. saranno tutti uguali 
fra loro. Ora se si suppone che gli angoli al centro formati dai 
raggi vettori vadano infinitamente impiccolendo, le corde ten- 
deranno a divenire le tangenti alle estremità dei raggi; dunque 
nella spirale logaritmica i angolo che un raggio vettore fa colla 
respetliva tangente è da ]>er tutto lo stesso. 

332. La spirale logaritmica per la facilità di costruirla 
(§ 330) e per le proprietà geometriche ora dedotte (§ 331) può 
utilmente applicarsi alle volute dei capitelli [fg 205) al pari 
della spirale iperbolica (§ 328) e forse con maggior vantaggio ; 
e si impiega dalla meccanica per dar la forma ai contorni di 
due rote che debbano' trasmettersi il movimento rotatorio co» 
ragione variabile di velocità 
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(i enesi e definizioni generali. — Proprietà e costruzione geometrica 
della Evolvente. — Costruzione meccanica, tangenti e. nor- 
mali della Evolvente. — Applicazioni della Evolvente. — 
Generazione, proprietà e costruzione della Cicloide. — Nor- 
mali e tangenti della Cicloide. 

ttencal e definizioni ((Mirrali — 333. Se si suppone che 
una curva piana AMB qualunque [fig. 217) cambi continuamente 
di posizione rispetto ad una seconda curva CMD fissa sopra un 

piano in modo che tutti i punti della 
prima vengano successivamente in 
contatto con la seconda ; in una pa- 
rola se la curva AMB gira e si svi- 
luppa sopra 1 altra CMD senza stri- 
sciamento di sorta. il primitivo punto 
di contatto M della prima genera il 
ramo Mm o Mm' di una terza curva, la 
quale comprende una famiglia di curve estesa all’ infinito. Per 
semplicità di linguaggio la chiameremo curva di sviluppo. ' 

1 Se il punto descrivente M fosse situalo al di fuori o al di dentro 
della curva mobile AMB, si otterrebbe una curva della medesima indole, 
e la sua generazione avrebbe una maggior generali!, V Ma è inutile lo 
impegnarci più estesamente in considerazioni che non abbiano un utile 
diretto alle arti per le quali basta l’ordine che abbiamo adottato. 
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334. Distingueremo poi lo curva mobile AMB col. noine di 
generatrice, e con quello di deferente la curva fissa CMD. II 
punto primitivo di contatto M che separa i due rami Mm,' M tu' 
della curva di sviluppo ne è l’ origine, ed é ciò che si chiama 
punto di regresso (nota I del § 8). 

Poiché un arco piccolissimo della curva di sviluppo preso 
sopra ambedue i rami a partire dal punto di contatto M si può 
riguardare come perpendicolare alla tangente TMt comune alle 
curve CMD, AMB, la respetliva normale nMN è tangente co- 
mune ai due rami Mm, Mm', e perciò » rami di una curva di 
sviluppo sono tangenti fra loro nel punto di regresso. 

Se la genitrice è una curva rientrante PmB Ifg. 218) essa 
potrà svilupparsi ripetutamente so- 
pra la deferente MPM'.ed il primitivo 
punto di contatto M tornerà a toccar- 
la altrettante volte segnando archi 
uguali alla genitrice PmBsviluppata; 
ogni arco MM' della deferente inter- 
Fl8 ‘ il8 ' cello fra due punti consecutivi di 

regresso si chiama la base' della curva di sviluppo MmM'. 

335. Ora cerchiamo di ridurre queste curve definite in un 
concetto generale (§ 333), a quelle specialmente applicabili ai 
casi particolari che occorrono nella pratica delle arti. A tale ef- 
fetto distingueremo le curve di sviluppo in tre classi principali. 

1‘ Se la curva genitrice si cangia in una linea retta la cur- 
va di sviluppo si dice Evolvente, e la deferente prende il nome 
di Evoluta. - 

2* Se invece si cangia la deferente in una linea retta la 
curva di sviluppo è del genere chiamato cicloidale, e se inoltre 
la genitrice diviene un circolo essa si distingue specialmente 
col nome di Cicloide. 

3* Quando la genitrice e la deferente sono ambedue curve 
rientranti, ed in special modo due circoli, la curva di sviluppo 



Digitized by Googli 



LK/loNK JtKCIMASKTTlUA . 


254 

si chiama. Epicicloide o lpo<Hcloide secondo che I uno si sviluppa 
sulla convessità o sulla concavità dell altro Esaminiamo breve- 
mente le Evolventi, le Cicloidi, e le Ipocicloidi, e vediamo quanto 
sono importanti per le arti, e quanta parte essenziale hanno 
specialmente nella costruzione delle macchine. 

Kvalvente. 

Costruitone c proprietà delle Evolventi.— 336. Se 
si fa girare una riga MB mantenuta continuamente in contatto con 
una curva ANB [pg. 21 9), senza slriseiarvela, un lapis posto in un 

punto M descriverà 
per le cose esposte 
(§§ 335. 335. 1°) In 
evolvente ordinaria, 
di cui la curva ANB 
è la evoluta. Il pun- 
to A, ove il lapis si 
trova sulla evoluta 
al principio del mo- 
vimento. si dice più comunemente I origine della evolvente. È 
evidente che si descriverà la medesima evolvente se invece 
della riga si avvolge sulla evoluta un (ilo ineslendibilc ferman- 
done un capo per esempio al punto iisso Bel' altro al lapis 
posto in A, e poi si svolge il filo mantenendolo sempre teso. 
Però se il lapis M si pone io un punto digerente della riga 
nella prima costruzione, e si prende nella seconda il filo più 
lungo o più corto, la evolvente che verrà descritta sarà diffe- 
rente dalla prima secondo che varia successivamente la curva- 
tura della evoluta. 

337. In questo procedere mentre il punto descrivente M 
percorre un arco infinitamente piccolo Mm delle evolvente, la 
lunghezza della porzione libera MN della riga o del filo varierà 



Fig ini. 
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di una quantità trascurabile, e perciò l'arco Min si può consi- 
derare come un arco di circolo, che ha per raggio la porzione 
libera MN, e per centro il punto di contatto N della riga o della 
corda ; cioè la linea MN tangente alla evoluta AMB ed il punto • 
di contatto N saranno il raggio ed il centro di curvatura del- 
T archetto Mm della evolvente AMD (§§ 20, 21] Ma se l’ar- 
chetto Mm si confonde con un arco di circolo, il raggio di 
curvatura MN è perpendicolare alla tangente MT, ossia è la nor- 
male alla evolvente nel punto M Dunque 1° la tangente di un 
evoluta è la mainale della respettiva evolvente. 

Inoltre poiché la porzione libera MN della riga o del filo si 
è svolta dall’ arco AM della evoluta ; 2° la porzione della tan- 
gente condotta alla evoluta da un punto dellu evolvente e inter- 
cetta fra le due curve è uguale all' arco sviluppato della evoluta 
compreso fra l'origine ed il punto di contatto. 

Infine la linea MN rappresentando un raggio di curvatura 
della curva AMC ; 3° la evoluta è il luogo geometrico dei centri 
di curvatura della evolvente (§ 63). 

338. Le considerazioni precedentemente esposte sono tutta- 
via troppo generali perchè la comune .intelligenza degli artisti 
sia in grado di farne l'applicazione, ma ci servono per scendere 
ai casi particolari contemplati specialmente dalla ordinaria 
pratica. Se si suppone che la evoluta divenga un circolo ANB 
[pg. 220) la evolvente AMD si dice allora evolvente di circolo. 
ed è appunto quella comunemente in uso, e semplicemente co- 
nosciuta col nome di evolvente o sviluppante, su di che scen- 
deremo a stabilire che 

1 ° Poiché la tangente MN del circolo ANB è perpendico- 
lare al raggio CN condotto al punto di contatto N, per le pro- 
prietà esposte (§ 337 1 °) è chiaro che la tangente della evolvente 
di circolo è parallela al raggio del circolo deferente, ossia della 
evoluta, condotto al punto di contatto della normale 

i° Per le medesime proprietà (§ 337, 2") la lunghezza delle 
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langenli MN, M'N', M"N" ec. condollc al circolo ANB dai punti 
M, M', M", ec. della evolvente saranno uguali respellivamenle 
agli archi circolari AN, AN', AN" ec. estesi dall' origine A ai 
. punti di contatto N, N\ N'', ec. ; ma sappiamo che gli archi di 
cerchio AN, AN'. AN", ec. sono respettivamenle proporzionali 
agli angoli al centro ACN, ACN', ACN". ec. Dunque le lunghezze 

delle langenli condotte dai punti della 
evolvente di circolo alla evoluta sono 
proporzionali agli angoli formati dal 
raggio che passa j>er i origine, e dui 
raggi che passano pei punti di con- 
tatto. 

339. Costruire per punti la evol- 
vente di un circolo dato ( fig 221). Si 
divida la circonferenza della evoluta 
in un numero qualunque di archi 
uguali, per esempio in 12, e si nu- 
merino i punti di divisione progres- 
sivamente a partire da uno A considerato come l'origine della 
evolvente. Condotti i raggi CA, CI, C2. C3. ec. si elevino al- 
l’estremità di ciascuno le perpendicolari M,1 , M,2, M,3, M 4 4,.... 
AM„ che saranno tangenti alla circonferenza nei punti 1 . 2, 3,.. A. 
Dipoi presa una retta uguale in lunghezza ad un singolo arco 
della voluta si riporli sopra ciascuna tangente dai punti di con- 
tatto 1, 2, 3, 4 ...A in M,, M,. M s , M»....M I4 tante volte quante ne 
indica il numero respettivo. La curva che si farà passare pei 

punti M,, M„ Mj, Mi M„ cosi determinali sarà per le cose 

esposte la evolvente richiesta (§ 337, 2°). 

340. Dopo avere operato successivamente per tutti i con- 
tatti e compiuto l'intero giro giungeremo ad avere la lunghezza 
della ultima tangente AM„ corrispondente all’ origine A uguale 
alla intera circonferenza sviluppata della evoluta ; ma non es- 
sendo impedito di tornare ripetutamente a percorrere la circon- 
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fcrenza, con operazioni analoghe possiamo aggiungere alle lun- 
ghezze delle tangenli M,1 . M,2, M,3 M„A una volta, due 

volte, tre volte ec. in infinito la lunghezza della circonferenza 
sviluppata, ed aver cosi un secondo, un terzo, un quarto giro ec. 
della evolvente ; dunque la evolvente del circolo è una spiralo, 
che partendo da un punto della circonferenza gira infinitamente 
intorno al centro, e che allontanandosene continuamente con- 
serva fra le spire una distanza costante uguale alla circonfe- 
renza sviluppata. 1 



Kig. «I 


Costruitone meccanico. — Tangenti e normali della 

Evolvente. — 344 . Facile è immaginare il modo di costruire 
meccanicamente la evolvente in queslione."Si fissi sopra il piano 
del disegno una rotella A NB [fìg. 222), e nel suo centro C si fac- 

' Se per evoluta invece di un circolo si prendesse una ellisse, una 
eassinoide ovale o una cicloide, ed in generale una curva rientrante qua- 
lunque che non abbia punti di inflessione, e si procedesse analoga- 
mente sulle tangenli condotte ai punti di divisione, si otterrebbe pure 
una spirale, che avrebbe la distanza delle spire uguale alla lunghezza 
del perimetro della evoluta. Queste spirali per distinguerle da ogni 
altra si potrebbero chiamare circolari, ellittiche, cassinoidiche, cicloidiche ec. 
cd in generalo col nome della curva che uè è la respettiva evoluta. 

ai • 
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eia girare un regolo CR lungo il quale possa strisciare un cor- 
soio o manicotto D capace di portare il lapis M Se sulla cir- 
conferenza della rotella si avvolge più volte un filo, di cui un 
capo sia fissato su di essa e l’altro legato al lapis M, facendo gi- 
rare il regolo CR pel medesimo senso nel quale è stalo avvolto 
il filo sulla rotella, il lapis M segnerà la evolvente del circolo 
rappresentato dalla rotella 1 Infatti la porzione di filo MN sarà 
sempre tangente alla circonferenza ANB, e scemerà propor- 
zionalmente all angolo descritto dal regolo CR, ossia dal rag- 
gio CN del circolo perpendicolare 
S V "''X al filo MN (§ 338. 2°). 

La disposizione di questo. sem- 
plicissimo apparecchio può sug- 
gerire la costruzione di un vero 
compasso per la evolvente, ma 
è d uopo di non confonderlo con 
I apparecchio già esposto per de- 
scrivere la Spirale d' Archimede (§ 319. pg 208 . In quello il 
filo si trovava parallelo al raggio sul quale doveva scorrere il 
lapis, in questo il lapis deve trovarsi sulla direzione del filo o 
della tangente alla circonferenza della evoluta, qualunque sia 
l' inclinazione del regolo sul filo. Ed è chiaro che per tal diffe- 
renza si ottenne nella prima curva costante il passo (§ 346), 
e si ottiene nella seconda costante la distanza delle spirfc 
($ 3 * 0 ). 



Fi*, m. 


3*2. Ora è da osservarsi che il circolo avendo la stessa 
curvatura in lutti i punti della sua circonferenza (§ 16), il che 
non è per ogni altra curva, avrà una unica evolvente (§ 336), 
e pefciò in qualunque punto della circonferenza della evoluta 


1 Anco qui se diamo alla rotella la forma di una curva rien- 
trante come una ellisse o una cassinoide, il lapis descriverà sempre 
una spirale che ha quella curva per evoluta (nota t del § 310'. 
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si collochi l' origine A della evolvente (fig. 221, 222), si otterrà 
sempre la medesima curva. 

Inoltre se nella costruzione geometrica [fig. 221), numeria- 
mo i contatti in ordine inverso, e nella meccanica (fig. 222'. 
avvolgiamo il tilo sulla rotella in senso contrario, avremo la 
medesima curva rovesciata A m k n»,a, o in altri termini avremo i 
due rami della evolvente completa del circolo, di cui I origine 
A è il punto di regresso (§ 334). Ed è chiaro che i due rami 
saranno uguali e simmetrici intorno al raggio CA del circolo 
condotto per 1‘ origine A, e nei loro avvolgimenti intorno al 
centro si taglieranno sul prolungamento dello stesso raggio, 
formando colle metà delle prime spire una figura AM,,a»i,A in 
forma di cuore. 

343. Condurre tmn tangente ed una normale alla evolvente 
AMD del circolo ANH in un punto dato M (fig. 223). Si unisca il 
punto dato M col centro C del circolo, e sopra MC come diame- 
tro si descriva la semicirconferenza MNC la quale taglierà la 

■ circonferenza ANB in N. Se si 

tira MN sappiamo dalla geome- 
tria elementare che essa è tan- 
gente al circolo in N ; ma la tan- 
gente alla evoluta è normale 
alla evolvente (§ 337, 1°) ; dun- 
que MN è la normale nel punto 
Fi*, va. M, e quindi la perpendicolare 

MT condotta su di essa da M sarà la tangente alla evolvente. 1 
Applleamlonl. — 344. Ora indichiamo le principali appli- 
cazioni di cui è suscettibile la- evolvente del circolo come la 

1 Si potrebbe condurre In tangente ad una evolvente qualunque 
determinando prima la tangente alla evoluta; ma quando la evoluta sin 
una curva che non ha semplici regole speciali per condurvela da un 
punto esterno, è più siedilo I' applicare subito alla evolvente qualchr 
metodo generale. 
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più utile fra tutte le evolventi ordinarie. L' architetto può in 
qualche caso far uso della evolvente di circolo' per la curva 
delle centine nella costruitone degli archi e delle volte. Poiché 
le tangenti alla evoluta condotte alle estremità di due raggi che 
fanno angolo retto sono perpendicolari »fr» loro, un quarto di 
spira della evolvente servirà per la metà della centina, ed un 
quarto della spira simmetrica per l‘ altra metà. Cosi avremo 
una curva da sostituirsi alla Ellisse ed alla Cassinoide ovale ne- 
gli archi a sesto scemo o rialzato, secondo che le curve si fa- 
ranno tangenti ai piedritti dalla parte che hanno maggiore o 
minor curvatura. Per esempio ponendo due sagome di legno 
CDE, C'Il'E (fig. 224), composte di un quarto di cerchio ed 
uguali fra loro, al di sotto della corda A a in modo che siano a 
contatto di essa e della perpendicolare HO elevata sul punto di 

mezzo O, per mezzo 
di un lilo che si svol- 
ga dalla convessità 
dell' una e si avvolga 
sulla convessità del- 
l' altra, potremo de- 
scrivere con facilità 
la curva completa 
ABa a sesto scemo, 
di cui il vertice B 
sarà sulla tangente 
comune alle due evolute, e la parte MN sviluppata del filo 
sempre normale alla evolvente darà la direzione delle commetti- 
ture dei cunei : per un arco a sesto rialzato porremo invece le 
sagome circolari al di sopra della corda, ed impiegheremo due 
fili: nel resto si opererà in modo analogo, come apparisce dalla 
semplice ispezione della [fig. 225) contrassegnata delle mede- 
sime lettere. Con la metà di una spira poi si potranno costruire 
gli archi rampanti tangenti ai piedritti, i quali è chiaro avranno 
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l'altezza di una imposta sull ultra uguale al diametro del- 
l’ evoluta. 

345. La evolvente di circolo è della più grande importanza 
nella costruzione delle Macchine. Un albero girante munito di 


sprone, e perciò verrà a sollevare uniformemente il pestello col 
minore attrito possibile. Ciò è praticato nelle polveriere e nelle 
cartiere. Per comunicare il movimento uniforme e senza per- 
dita di forza ad un’asta dentata o guarnita di fusi cilindrici per 
mezzo di una ruota, si dà ai denti della ruota la forma di evol- 
vente del circolo avente il centro stesso della ruota, ed un rag- 
gio un poco più grande. La evolvente di cerchio si applica pure 
alla forma dei denti di due ruote che debbono per incastro tra- 
smettersi il movimento equabilmente, e delle quali i circoli di 
ciascuna debbono prendersi per evolute della curva dei denti 
respellivi. I costruttori di macchine, fra i quali pochi conoscono 
la utilità di dare ai denti delle ruote una forma che corrisponda 
a condizioni di movimento, ricorreranno per queste applicazioni 
ai trattati speciali di Chinematica e di Disegno industriale. 


Generazione, proprietà e costruzione della cicloi- 
de — 346. Se si suppone che un circolo 0 rotoli sopra una 
linea retta indefinita senza strisciamento, il primitivo punto di 
contatto A [f\q. 226) dopo una rivoluzione tornerà a toccarla in 



Fig. iSS. 


un ala formala della evol- 
vente della circonferenza 
dell'albero e che deve agire 
su di uno sprone orizzon- 
tale di un pestello o di un 
maglio verticale a misura 
che rende verticali le nor- 
mali, le sue estremità di- 
verranno i contatti dello 


Cicloide. 
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un secondo punto a generando la curva continua chiamala Ci- 
cloide 1 (§ 335, 2 ). Per esempio chiunque collochi un pennello 
sul cerchio di una rota di una vettura che si muova accosto ad un 
muro verticale osserverà che il pennello segna sulla superficie del 
muro una cicloide. 2 La retta intercetta fra i due contatti A, a . 

è la base della cicloide 
({$ 334). La perpendi- 
colare C.B elevala sul 
punto di mezzo C della 
base Aa divide la curva 
in due parli uguali, ma 
simmetriche, e si chia- 

„ ma asse, ed il suo punto 

Fig. «6. r 

estremo It poi si dice il vertice 

347. fi chiaro che la base della cicloide uguaglia la lun- 



1 Siccome le rivoluzioni potrebbero ripetersi all’infinito, il primitivo 
punto di contatto tornerebbe a toccar successivamente la retta una in- 
fluiti di volte, generando una curva composta di una serie infinita di 
archi uguali avente allrellanti punti di regresso, e che si chiama appunto 
cicloide. Ma in pratica si considera sempre un solo arco al quale si dà 
il nome della curva intera. 

* Questa medesima osservazione fu fatta per la prima volta dal 
P. Ilersenne nel 1615 considerando un chiodo d' una delle rote di una 
vettura che transitava una via di Nevers Dal movimento progressivo 
e circolare della rota argomentò il movimento resultante, pel quale il 
chiodo doveva descrivere una curva particolare che si chiamò cicloide. 
Se il punto generatore A fosse situato internamente sul raggio OA fig 
iì6) o fosse situato esternamente sul suo prolungamento genererebbe 
tuttavia una cicloide, la quale non sarebbe la stessa di quella prodotta 
dal rotolamento del cerchio (nota t del § 333). Nel primo caso la base 
è più grande della lunghezza della circonferenza del circolo genitori, c 
perciò la curva si dice cicloide allungata : nel secondo caso è più piccola 
o la curva si dice cicloide accorciata . La cicloide allungala e la cicloide 
accorciala si ottengono pure dal rotolamento del circolo, il quale si strisci 
contemporaneamente nel medesimo senso o nel senso contrario del suo 
movimento. Di questi tre generi di cicloidi però il primo gode soltanto 
di importanti proprietà che meritino di essere specialmente studiate. 
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gliezza della circonferenza sviluppata del circolo genitore, e 
laltezza uguaglia il diametro del circolo medesimo: d' onde il 
rapporto della buse ali altezza di una cicloide è costante, ed ugua- 
glia il rapporto della circonferenza al diametro Per conseguenza, 
come i circoli, tutte le cicloidi di base diversa sono simili Suppo- 
nendo che venga rovesciata la cicloide. A B<i intorno la base A a 
nella posizione Aba, si otterrà una curva AB 06 regolare rien- 
trante divisa da ciascuno degli assi A a, Bf> perpendicolari fra 
loro in due parli uguali e simmetriche. Ciò meglio vedremo in 
seguilo al § 351 . 


348. Costruire la cicloide per punti data la base A a ( fig. 227} 
Si divida la base Aa in 22 parli uguali, e si numerino progres- 
sivamente dalle estremità verso il centro C. ed elevando da C 



Elg. 227. 


una perpendicolare sopra A a si prenda CB uguale a 7 di quelle 
22 

parli. Siccome - è il rapporto approssimativo della circonfe- 
renza al diametro, CB sarà l'asse, e il punto B il vertice della 
cicloide (§ 347) Potremo adunque riportare le ventidue parli 
della base A a sulTa circonferenza descritta dal mezzo O di CB 
col raggio OC, che è quella del circolo genitore. Numerati pro- 
gressivamente i punti di divisione da una partee dall altra 
dell asse CB si conducano da tutti questi punti altrettante rette 
parallele alla base A a. Ciò fallo si prendano i segmenti della 
base Al, A2, A3, A4..;.. AIO, e si riportino respeltivainente 
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sulle parallele contrassegnale del medesimo numero da un luto 
della circonferenza da 1', 2'. 3', 4'.... 10' in M„ M t . M„ 
dall altro da 1', 2', 3', 4'. ..10', in »/»,, m, In tal modo 

saranno determinali ventitré punti della cicloide compresi gli 
estremi A, a della base ed il vertice li. pei quali tutti non rimarrà 
che far passare una linea continua. lì) se per più esattezza si 
volessero moltiplicare i punti basterà suddividere quanto si vo- 
gliano le singole parti della base c della circonferenza ; e poi 
operare in modo'simile. 

Ecco la ragione della operazione. Nella posizione di mezzo 
in cui si trova il circolo genitore il vertice B rappresenta il 
punto generatore della cicloide ABa. Or bene.se consideriamo 
un altro punto qualunque come generatore, per esempio il 6'. 
poiché T arco C6' è uguale al segmento CO esso genera la me- 
desima cicloide, la quale avrà invece il punto 6 di A a per ori- 
gine. Perciò fra le due origini A. 0 corre la distanza AC: ma è 
chiaro che la stessa distanza deve esistere sulla parallela con- 
dotta dal punto 6' fra le posizioni corrispondenti dei due punti 
generatori ; dunque quando il punto generatore della cicloide 
ipotetica è giunto in C, quello della cicloide descritta deve tro- 
varsi in M, sulla parallela condotta dal punto fi' distante da 
esso di M,(V =: A6. 

349. All’ artista meccanico che abbia ben compresa la ge- 
nerazione della cicloide non sarà difficile il concepire uno 
stromento capace di descrivere la curva con movimento conti- 
nuo. Lo stromento deve necessariamente contenere come or- 
gano meccanico principale un circolo, di cui il centro sia obbli- 
galo a muoversi parallelamente ad un regolo mentre la circon- 
ferenza rotola sul medesimo regolo, e sulla circonferenza del 
quale sia fissalo il lapis descrivente. Un simile stromento non 
potrebbe servire che. per descrivere una sola cicloide : per ogni 
altra però bisognerà sostituire al circolo quello che ha la cir- 
conferenza corrispondente alla respctliva base. 
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Normali e tangenti della cicloide. — 350 Condurre 
una normale ed una tangente alla cicloide AB« da un punto M 
preso sulla curva (fig iiti). Sull'asse BC descrillo il circolo 
genitore si conduca da M la Mm parallela alla base Aa tino che 
lo incontra in m. Se si unisce il punto m col vertice B e col 
centro C, e dal punto dato M si conduce MT parallela a tnB ed 
MN parallela ad wiC, la MT sarà la tangente e la MN sarà la 
normale richiesta. Infatti supponendo che DwiE sia la cicloide 
che genercreblte il punto m, quando il circolo genitore lascia 
la posizione che ha per contatto il punto di mezzo C, il punto 
ni tende a descrivere un arco di cerchio intorno a C, il quale 
si confonderà per piccolissimo tratto con l'arco di cicloide che 

realmente descriverebbe; ma 
le corde mC, n»B del circolo 
genitore perpendicolari fra 
loro saranno l una normale 
l’altra tangente all’ archetto 
descritto da m col raggio 
mC ; dunque lo saranno pu- 
re alla cicloide ipotetica DmE 
nel punto m. Per conseguenza siccome le due cicloidi sono 
uguali, ed hanno fe basi sulla stessa linea retta, devono avere 
le loro linee corrispondenti parallele, e quindi la tangente e la 
normale nel punto M saranno parallele respeltivamente alla tan- 
gente e alla normale del circolo nel punto m. 

351 Rispetto alle tangenti ed alle normali da condursi alle 
estremità A, a della base e al vertice B, eseguendo le medesi- 
me operazioni si troverebbe che le tangenti che hanno per con- 
tatti i punti A. a sono parallele all' asse CB o perpendicolari 
alla base A a, e quella che ha per contatto il punto B è invece 
parallela alla base A a c perpendicolare all'asse CB, in conse- 
guenza le normali delle estremità della cicloide si confondono 
colla base, c quella del vertice coincide coll' asse. Ora meglio 

ai 



Fig. «8 
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si comprenderà che la cicloide rovesciata Ala [pg. 22 6) di base 
uguale ad A a e sotto ad essa insistente avendo le normali che 
si confondono pure colla base Aa, formerà effettivamente insie- 
me con la cicloide superiore una curva continua rientrante di 
figura ovale (§ 347). 

352. L’ analisi dimostra che la cicloide è la evolvente di se 
medesima ; vale a dire che se poste due mezze cicloidi AND, 
«riD [pg 229) una accanto all’altra colle basi ED, DF sulla 

medesima direzione KF 
e formanti un punto di 
regresso nel loro contatto 
1), si attacca un filo o 
una corda in D, c si 
svolge dalla semicicloide 
AND, e poi si avvolge 
alla semicicloide Dnn o 
viceversa, il punto A o 
il punto a descrive una intera cicloide Alla di cui la base 
Aa è parallela ed uguale alle basi ED, EF prese insieme delle 
cicloidi che han servito di evolute. 

Ammessa la verità della suaccennata proprietà , da un 
punto R qualunque della base A a si elevi la perpendicolare 
TRr, e si descrivano i circoli genitori uguali G, <7 a contatto fra 
loro in R, e perciò coi diametri coincidenti colla perpendicolare 
TRr. Dai punti M, N ove i circoli tagliano respeltivamente le ci- 
cloidi conducendo dall'uno MR, MT e dall’altro NR, Nr, avre- 
mo la MR normale alla cicloide ABa in M, e la NR tangente 
alla semicicloide AND in N (§ 350); ma sappiamo che la tan- 
gente di una evoluta è la normale della respeltiva evolvente 
(§ 337, 1"). Dunque le rette MR, RN sono nella medesima di- 
rezione, e perciò la intera MN è il raggio di curvatura della ci- 
cloide ABa in M. Da ciò resulta che i due triangoli rettangoli 
RMT, RNr essendo uguali perchè hanno gli angoli MRT, NRr 



Fig. 229. 
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uguali come opposti al vertice, ed uguali le ipotenuse RT, Rr, 
i lati MR, NR saranno uguali, ossia MN = 2MR, cioè il raggio 
di curvatura in un punto qualunque della cicloide è doppio della 
normale nel medesimo punto intercetta fra la curva » la base. 
Nella futura lezione, indicate le varie applicazioni a cui può 
prestarsi la cicloide, mostreremo come questo principio serva 
alla rigorosa rettificazione e misura di questa curva. 
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Applicazioni della Cicloide. — Misura della Cicloide. — Nozioni 
e proprietà gener ali delle Epicicloidi — Descrizione e costru- 
zione delle Epicicloidi. — Misura delle Epicicloidi. — Epi- 
cicloidi sferiche. 


AppllMkmloul dell» Cicloide. — 353 . La cicloide è 
nella costruzione delle macchine una ira le curve importanti 
destinate alla trasmissione del movimento rettilineo in circo- 
lare con una leg- 
ge costante. Quando 
un'asta dentata A A 
{fig. 230) deve con- 
durre un rocchetto 
0 rota R armata spe- 
cialmente di fusi ci- 
lindrici, i denti del- 
I’ asta che devono 
incastrare nei vani 
dei fusi si formano con una porzione di cilindro cicloidale. E 
I’ arco di cicloide che entra nella base di questo cilindro è ge- 
nerato da un circolo concentrico alla ruota e tangente all'ssta. 
La meccanica geometrica insegna i modi che è necessario se- 
guire nelle operazioni grafiche onde sodisfare alle condizioni 
richieste dai movimenti dei due pezzi. 

354. Nell’ arte di fabbricare la cicloide può in alcuni casi 
divenire una cenlina convenientissima per la costruzione degli 
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archi e delle volte a sesto scemo (fìg. 231) o a sesto rialzato 
( fig . 232). Pei primi non si può impiegare la Cicloide che nel 
solo caso in cui il rapporto della corda A a alla saetta cB sia 


22 .14 

— . , pei secondi quando quel rapporto sia al contrario — . 

7 11 



Fig. MI . Flg. 191 


(§ 347). Negli archi a sesto scemo [fìg. 231) la corda A a deve 
essere la base della cicloide, e la saetta CB deve esserne J'nssc 
Viceversa gli archi a sesto rialzalo [fìg. 232) si compongono di 
due mezze cicloidi AB, aB di cui gli assi CA, C a formano in- 
sieme la corda A a e le semibasi coincidono con la saetta CB, 
e le quali sono tangenti ai piedritti, e si riuniscono nel vertice 
B dell ’ arco senza formare angolo, poiché questo punto corri- 
spondendo in ciascuna curva ad un punto di regresso, le tan- 
genti vi sono perpendicolari a BC e si confondono (§ 351). 

Nella costruzione di archi siffatti impiegando due sagome 
cicloidali ANE, anE [fìg. 231) disposte al di sotto della corda 
A a, o ANB, anB [fìg. 232) disposte al di sopra della medesima 
nel modo analogo a quello indicato per gli archi simili formati 
dalla evolvente di circolo (§ 344), e come apparisce dalla 
ispezione delle figure ; poiché la cicloide è evolvente di se me- 
desima (§ 352) avvolgendovi e svolgendo pure una corda su 
ciascuna di esse, non solo descriveremo la centina dell’ arco a 
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sesto 6cemo o rialzato, ma colla porzione lesa UN avremo sem- 
pre la direzione che devono successivamente avere le commet- 
titure dei cunei, colla stessa facilita con cui si opererebbe per 
gli archi circolari. In generale per gli archi di cui la centina 
fosse formata di una curva qualunque si potrebbe operare in 
un modo perfettamente simile impiegando delle sagome formate 
con la evoluta di quella curva. 

3oo Credo che debba interessare gli artisti il mostrare un 
breve confronto della cicloide con la ellisse e la cassinole 

ovale, relativamente al 
loro impiego nella co- 
struzione degli archi e 
delle volte Sia ADBC 
(fìg. 233) un rellango- 
lodi cui i lati AC, Cll 
slieno come H a 7, e 
considerati l’uno semi- 
corda l altro saetta, si 
descrivano colle re- 
gole insegnate le metà di una Cassinoide AMB, di una Ellisse 
AaB, e dì una Cicloide AMI. La differenza sensibile che offrono 
fra loro queste tre curve considerate come centine di un arco 
influisce mollo suLla loro solidità. La teoria e la esperienza in- 
sieme dimostrano che negli archi a sesto scemo quanto è mag- 
gioro la curvatura verso la sommità tanto minore è la spinta. 
Cosi la ellisse essendo compresa fra la cicloide posta interna- 
mente e la cassinoide esternamente spingerà più della prima e 
meno della seconda. Quando adunque si ha in mira la solidità 
bisogna che la curvatura della cenlina si avvicini più a quella 
della cicloide che non a quella della ellisse e molto meno della 
cassinoide; ma però la cicloide non conviene che al solo caso in 

che il rapporto della setni-corda alla saetta è li. La cassinoi- 



Fig 233 
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de è più aperta e meglio apparisce riunita tangenzialmente ai 
piedritti, e può impiegarsi utilmente negli archi dei ponti ove 
si richiede una sezione più ampia, (§ 280) ma esigerà maggior 
grossezza in alcune sue parli per resistere alla sua maggióre 
spinta, e non converrà che ai casi in cui il rapporto della saetta 

alla semicorda è compreso fra le ^ 1 (§ 270). 


La ellisse ha una curvatura media fra la cassinoide e la ci- 
cloide, anzi si accosta più alla seconda che alla prima, e riuni- 
sce ad un tempo solidità e regolarità, perciò dovrà esser sem- 
pre preferita nelle costruzioni, tanto più che gode della preziosa 
proprietà di prestarsi a qualunque rapporto della corda 'con la 
saetta, e di costruirsi con maggior facilità. 

356. Perchè un grave lasciato libero a se stesso discen- 
da obliquamente da una data altezza nel più breve tempo 

flessibile, è ma- 
tematicamente di- 
mostrato esser ne- 
cessario che per- 
corra un arco di 
cicloide che passi 
pel punto di par- 
tenza e pel ter- 
mine ( fg . 234) 
della corsa. Per questa legge appunto la Cicloide è conosciuta 
nella fisica col nome di Curva Brachialocrona. * Sia per esem- 





M 


* Questi rapporti vengono indicati tanto per ta cicloide che per U 
cassinoide trattandosi di archi a sesto scemo, ma per glt archi a sesto 
rialzato perctiè le locuzioni adoprate rimangano esatte vanno rove- 


sciali; cioè per la cicloide bisogna ritenere la frazione 


7 

fi 


e per la cassi- 


noide — . 

2 

* Una tale denominazione proviene da due parole greche che le 
danno il significalo di curva di brevissima durala. 
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pio P il punto di partenza di una sfera pesante S, ed M il 
punto a cui deve arrivare. Per determinare l arco di cicloide 
che deve passare per questi due punti si tiri l'orizzontale PA, 
e preso un segmento qualunque Pa per base si descriva una 
cicloide Pma (§ 348); di poi si conduca la retta PM, e si unisca 
il punto d' intersezione »n della curva col punto a, e in fine da 
M si tiri MA parallela a ma. I triangoli simili Pma, PMA daranno 
Pro : PM;;Pa ; PA ; ma tulle le cicloidi ordinarie essendo curve 
simili (§ 347). le loro linee corrispondenti sono proporzionali ; 
dunque il segmento PA sarà la base della cicloide che passerà 
pei punti dati P ed M. Or bene, se si dispone una tavola di cui 
il profilo PMB della superficie abbia l’ andamento della cicloide 
descritta sulla base PA, la sfera S lasciala libera a se stessa ro- 
tolerà su di essa fino in M impiegando un tempo più corto di 
quello che impiegherebbe a percorrere qualunque altra superficie 
che passasse pei medesimi punti, fosse anco un piano inclinato 
PM, sul quale seguirebbe il più corto cammino. 

357. Inoltre è legge fisica che la cicloide è la curva delle 
discese della medesima durata, vale a dire che i corpi di uguale 
peso discendono da diverse altezze nel medesimo tempo quando 
percorrano in tempi uguali archi di una stessa cicloide differenti 
in lunghezza. Cosi per esempio due sfere S,S'(fìg 234) ugualmen- 
te pesanti, partendo contemporaneamente dai punti P ed M di- 
scendono per la cicloide in un terzo punto B alla fine del me- 
desimo tempo, quantunque la prima S abbia a percorrere un ar- 
co PB più lungo del) arco MB che deve percorrere la seconda 
S'. Di più in un tempo uguale a quello che hanno impiegato a 
discendere potranno rimontare sulla cicloide 1’ una in M' l'altra 
in A, essendo MM' parallela alla orizzontale PA. 

Queste medesime proprietà si verificheranno pure nella por- 
zione di arco del circolo osculatore della cicloide che si con- 
fonde sensibilmente colla curva, ma questo arco è piccolissimo, 
e non oltrepassa i 4 o 5 gradi. 
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358. Si supponga adesso che la figura 220 venga rovesciata. 
Se un pendolo da orologio BL [fhj . 235) terminato da una lama 
cB d’acciaio flessibilissima si sospende in B fra due porzioni 
tun, m'n' di cilindri cicloidali e si fa oscillare, la lama CB si 

applicherà ora sopra mn ora 
sopra m'n', e perciò il centro 
I. della lenlc descriverà co- 
stantemente un arco della ci- 
cloide Al. « (§ 352). Ma gli ar- 
chi cicloidali sono descritti da 
un corpo in tempi uguali. 
(§ 357) dunque le oscillazioni 
del pendolo sono isocrone.cioé * 
si compiono in tempi uguali. 
Un orologio con un pendolo cosi disposto camminerebbe con la 
maggior regolarità, ma essendo difficile il costruirlo perfetta- 
mente c preservarlo dalle alterazioni della temperatura, la pra- 
tica si contenta di far descrivere alla lente I’ orco piccolissimo 
di 4 o 5 gradi del circolo osculatore nel punto più basso della 
cicloide (§ 357). Gli orologi adunque camminano più regolar- 
mente quanto meno i 
pendoli oscillando si 
allontanano dalla ver- 
ticale. 

MiHiir« dell» ci- 
cloide. - 359. La 
cicloide essendo geo- 
metricamente rettifi- 
cabile (§ 71) si potrà 
averne esattamente la 
misura lineare. 

Poiché la cicloide è evolvente di se medesima (§ 352) la se- 
inicicloidc BMA (pr/ 23fi) avrà la medesima lunghezza del rag- 

• 3S 



u 



fig. sia. 
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giu di curvatura Ab della evolvente BN6 ; ma il raggio A 6 è 
uguale al doppio di Ac ossia di CB {§ 353) dunque la semicicloide 
BMA equivale a due volle CB, e quindi la intera aBA, a quattro 
volte la medesima CB: perciò si. misura l' intera cicloide pren- 
dendo il quadruplo del suo asse, ossia del diametro del circolo ge- 
nitore. 

360. Per le medesime ragioni un arco BM di cicloide sarà 
uguale al doppio della porzione Nn del raggio di curvatura 
della sua evolvente, ma dall' estremità M conducendo MQ paral- 
lela alla base Aa e tirando BQ si ha Nn = Mn = BQ. Dun- 
que BM — 2BQ : cioè si misura un arco di cicloide che parte dal 
vertice prendendo il doppilo della corda corrispondente del circolo 
genitore. 

Per un altro arco BM' conducendo da M' la M'Q' parallela 
ad Aa e tirando BQ' avremo parimente BM' = 2BQ', e sot- 
traendo il primo arco dal secondo avremo 

MM' =- BM' — BM = 2 (BQ' - BQ) 
cioè si misura un arco qualunque di cicloide prendendo il doppio 
della di/ferensa delle corde del circolo genitore colrispondenti alle 
sue estremità. 

361 . Rispetto alla superficie della cicloide la geometria ana- 
litica dimostra che tirando da un punto M qualunque (pg. 236) 
le Mg, MD parallele respcllivamenle ad Aa e a BC. l’area MBD 
esterna alla cicloide equivale alla metà del segmento circola- 
re QBg. Ciò |x>sto sarà I' area della semicicloide 

(1 ) ABC = AcBC — BAc ; 

■ma il principio ammesso dovendo verificarsi anco pel punto 

t — * 

A abbiamo l'intera area esterna BAc = — X^BC ; e sic- 

__ 

come la semibase AC — ir BC (§ 346) abbiamo inoltre il rel- 

i 

tangolo AcBC — ACxBC = ir. BC*, dunque sostituendo nella 
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( 1 ) queste espressioni equivalenti avremo 

ABC = ir. BC* — 7r - BC* = — ir. BC* . 

— i ì — > 

i 4 4 

e per conseguenza 

ABn = 2. ABC = 3. BC*; 

T 

* 

'cioè, essendo w. BC il circolo di diametro BC. si misura l'area 
♦ 

dèlia intera cicloide prendendo il triplo di quella del circolo ge- 
nitore 

302 Da lutto ciò ne inferiremo che: 1° sarà il segmento 
MUm = MDc/m — mBrf — MBD; ma è MlWm = Mm x B/> e‘ 

mBd — MBD = _L QB*y (§ 361). Dunque avremo 

MBm “ Mm X Bp — QBr/, cioè: 

il segmento cicloidale formato da una corda parallela alla base 
si misura togliendo il segmento circolare corrispondente diti ret- 
tangolo fatto dalla corda e dalla altezza. 

2" Sarà il segmento ,\MP = AcDP — AcDM; ma abbiamo 

AcDP = AP X BC. e 

AcDM — ABc — BMD = BQG 7 — Qttq = QCq 

s T T 

dunque avremo AMP — AP X BC — QC 17 ; cioè il segmento 

ì 

cicloidale formato da una corda parallela all' asse si misura to- 
gliendo il segmento circolare corrispondente dal rettangolo fatto 
dalla corda e dalla larghezza 

3° Infine è chiaro che il segmento MsM' terminalo da una 
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corda qualunque MM si misura togliendo dalla differenza dei due, 
segmenti APM, AP'M' i area del trapezio PMM'P' 1 

F.plelclol de. 

(lozioni c proprietà (entrali delle epicicloidi. — 

363 l'amido rotore un circolo mobile c (/?< 7 . 23~)sopra un cerchio 
PissoC situato nel suo medesimo piano senza strisciare, eprocuran- 

do che i circoli non cessino mai di 
toccarsi, mentre il centro c de- 
scrive un circolo intorno al cen- 
tro fisso C con un raggio uguale 
alla somma cÀ-+-CAdei raggi dei 
due circoli, il primitivo punto di 
contatto A descriverà la epiciclo t- 
deABa(§335,3°)nel modoanalo- 
goindicato perla Cicloide (§346). 

364. Il circolo mobile c si 
chiama epiciclo ed il circolo 
fisso C si chiama deferente. * Quando l’ epiciclo dopo una in- 
tera rotazione sarà giunto nella posizione c' [fg. 237), il pri- 
mitivo punto di contatto A si troverà nuovamente in contatto 
col deferente in un secondo punto a, e la circonferenza del 
primo si sarà interamente sviluppata su quella del secoudo, 

1 L' indicazione di questa regola vale pel caso in cui la corda MM' 
sia situata da una parte dell’asse CB della cicloide, ma quando la 
corda Mm' tagli l’asse CB, per avere la misura del segmento MBm' si to- 
glierà dalla intera cicloide ABa la somma del trapezio PMm'/>' e dei seg- 
menti APM, ap'ni. 

* Se si immagina che il raggio dell'epiciclo vada continuamente 
crescendo lino a divenire infinito, la circonferenza di esso si confonde 
con una linea retta, e la epicicloide si cangerà in una evolvente del 
circolo deferente. Se poi si suppone infinito il raggio del deferente la 
sua circonferenza si confonderà pure con una linea retta, e la epici- 
cloide si cangerà in una cicloide. Perciò la evolvente e la cicloide si 
possono considerare come casi particolari della epicicloide. 
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<> perciò I arco AOa del deferente compreso fra l ’ origine A ed 
il successivo punto di contatto a, ossia la lunghezza della base 
della epicicloide è uguale alla circonferenza deli epiciclo. È chia- 
ro die conducendo pel punto di mezzo 0 della base AOa il rag- 
gio CO prolungato fino che incontra la epicicloide in B, il punto 
B sarà il più lontano dal centro (isso C. e la porzione Oli 
sarà uguale al diametro dell’ epiciclo, e dividerà la epicicloide 
in due parti uguali e simmetriche. 

3Go. Quando il raggio Ac dell epiciclo è più piccolo di 
quello AC del deferente, la base AOa (fig. 237) della epici- 
cloide ABa abbraccia un arco minore di 360°, e la circonfe- 
renza dell epiciclo per un giro del suo centro c intorno a C 
potrà svilupparsi più di una volta sulla circonferenza del defe- 

rente. 1 Ma quando l'epiciclo 
è maggiore del deferente (come 
nella fìg. 238) il centro c di 
esso partendo dalla linea C c 
dei centri che passa per 1 ori- 
gine ha da descrivere uno o 
più giri intorno a C avanti 
che il primitivo punto di con- 
tatto A torni a toccare il defe- 
rente in un secondo punto a. > 
In conseguenza la epicicloide 
AB'BB'a avrà evidentemente uno o più punii doppi, cioè si in- 


P/..-'' \ 




l P ì - 

v c i n j: . \ m 


1 Supponendo che il centro dell’epiciclo seguiti anco ali’ infinito a 
girare intorno al centro del deferente avremo una curva estesa all’in- 
finito, la quale si comporrà di un numero infinito di epicicloidi uguali, 
e che avrà altrettanti punti di regresso. Se però il raggio dell’epiciclo 
è contenuto in quello del deferente un numero n intero di volte, poiché 
ad ogni suo giro il punto descrivente torna a percorrere il medesimo 
cammino percorso nel giro precedente, la intera curva si comporrà di 
n epicicloidi uguali, ed avrà n punti di regresso. La base poi di ogni 
epicicloide sarà la parte n’'" , della circonferenza del deferente 
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tersecherà con gè stessa in un punto B\ o in più punti situati sul- 
la linea di simmetria BB', e la buse AaOAa della epicicloidi sarà 
maggiore di una o più circonferenze intere del deferente ; vale 
a dire che il numero dei punti d' intersezione della epicicloide 
c il numero di circonferenze del deferente contenuto nella base 
sono proporzionali al numero dei giri del centro dell’epiciclo, 
ossia al numero intero di volle che il raggio dell' epiciclo con- 
tiene quello del deferente. 1 

Nel caso poi particolare che i raggi dei due circoli sieno 
uguali la epicicloide sarà rientrante in se stessa, presenterà 
unicamente un punto di regresso all origine, ed avrà per base 
la circonferenza del deferente 



Kig. m Fig m. 


366. Se i due circoli si toccano in modo che l’uno presenti 
la sua convessità alla concavità dell altro e viceversa, cioè se 
uno è contenuto nell' altro, prendendo per epiciclo il circolo 
più grande esso può farsi rotare con la sua concavità sulla con- 
vessità del più piccolo, e la curva AMD (fìg. 239) generala dal pri- 

1 Anco per questo caso varrà f osservazione della nota precedente: 
se non che quando il raggio dell’epiciclo contenga invece un numero 
n intero di volle quello del deferente ci vorranno n giri del primo per 
descrivere la epicicloide, In quale avrà n — 1 punti doppi ed un puotodi 
regresso, ed avrà ki base uguale ad n circonferenze del deferente Inol- 
tre dopo ogni n giri il punto descrivente percorrerà nuovamente la me- 
desima epicicloide. 
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roilivo punto di contatto A si troverà pure al di fuori del de- 
ferente come nella figura ; oppure facendo rotare il circolo 
minore preso per epiciclo con la sua convessità sulla concavità 
del più grande, la curva Alta sarà tutta nell interno del defe- 
rente come nella (fig. 240). Le curve generate in ambedue que- 
sti casi sono della medesima natura delle epicicloidi preceden- 
temente considerale, e godono delle medesime proprietà, ma 
vengono più particolarmente distinte col nome di J/wcicloidi 1 
307 In queste curve è solo notabile il caso in cui il dia- 
metro CA dell'epiciclo interno (fig. 241) è uguale al raggio 
del deferente. Supponiamo che il cir- 
colo CcA dalla prima sua posizione 
sia passalo in un altra posizione qua- 
lunque Ce/A' ; se si prende sulla sua 
circonferenza un arco A'm uguale in 
lunghezza all arco A'A, il puntoni 
dovrà trovarsi sulla ipocicloide de- 
scritta dal primitivo punto di con- 
tatto A ; ma conducendo la retta C ni 
ed il raggio CA I arco A'm deve contenere il doppio dei gradi 
contenuti nell' arco A'A perché il raggio CA è doppio del rag- 
gio dm, e per conseguenza I’ angolo A'Cm misurato dalla metà 
dell arco A'm è uguale all angolo A'CA misurato dall’ intero 
arco A'A ; dunque la retta Cm ed il raggio CA coincideranno 
insieme, ed il punto m caderà su questo ossia sul diametro A a 
E siccome lo stesso si può dimostrare per qualunque posizione 
dell epiciclo, perciò tutti i punti della curva descritta si tro- 
veranno sul diametro A a ; cioè la ipocicloide generala da uu 

•'ì/lvp*'* « v 4 ‘ «T*r» iw 

1 Tutte le considerazioni che far si possono sulle epicicloidi si esten- 
deranno indistintamente anco alle ipocicloidi, e vi si applicheranno 
pure le osservazioni delle note precedenti, giacché qui non abbiamo cre- 
duto di alcun vantaggio l' intraprendere un esame particolare di que- 
ste curve. 
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punto dell epiciclo interno di cui il diametro è uguale al raggio 
del deferente si confonde col diametro dello stesso deferente. 

368. Tulle le curve di natura epicicloidale di cui abbiamo 
lìn qui tenuta parola godono di una proprietà comune, che le 
rende proprie ad essere applicate alla forma dei denti di due 
ruote circolari perché nel trasmettersi il movimento manten- 
gano sempre il medesimo rapporto fra le loro velocità. 1 

Consideriamo il circolo genitore ossia I epiciclo giunto iti 
una posizione qualunque MTN [fìgg. 237, alla 2i0) nella quale 
il primitivo punto di contatto, ossia il punto descrivente A della 
curva, si trovi in M. Se da M si conducono le corde MN, MT l una 
al punto di contatto N dell' epiciclo col deferente, I’ altra ul- 
I' estremità T del diametro condotto per N, queste due corde 
saranno perpendicolari fra loro perchè I’ angolo NMT resta in- 
scritto in un semicircolo. Ora mentre l’ epiciclo prosegue a ruo- 
tare, il punto M tenderà a descrivere un arco di cerchio in- 
torno al punto N come centro, e la corda MN si confonderà 
allora colla direzione del raggio di curvatura della epicicloide; 
ma il raggio di curvatura è sempre normale alla curvo ; dun- 
que in qualunque epicicloide la normale passa costantemente pel 
punto di contatto deli epiciclo col deferente. 

369 Condurre una normale ed una tangente ad un punto M 
della epicicloide, dati l'epiciclo' ed il deferente (fìgg. 237 alla 240) 
Si descriva la circonferenza cgd concentrica al deferente, nella 
epicicloide con un raggio uguale alla somma dei raggi f.A, cA 
dell'epiciclo e del deferente [fi gg 237, 238), e nella ipocicloide 
uguale alla differenza dei medesimi raggi (fig. 239, 240) : si fac- 
cia poi centro nel punto dato M, e col raggio M 7 uguale a quello 
dell’epiciclo si tagli in g la circonferenza cgd, e collo stesso 

* Nelle lezioni di meccanica geometrica quando tratteremo della co- 
struzione delle ruote faremo conoscere le regole per applicare conve- 
nientemente le epicicloidi, delle quali la comune proprietà è richiesta 
dalle condizioni geometriche del movimento. 
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raggio gtA si descriva I' epiciclo MNT. È chiaro che la reità 
MN condotta dal punto dato M al punto di contado N sarà la 
normale richiesta, (§ 368) e quindi la retta MT condotta dallo 
stesso punto M all' estremità T del diametro NT sarà la l un- 
gente. *• 

370. Descrivere per punii la epicicloide dato l epiciclo c ed il 
deferente C (fig. 242'. Qualunque sia il rapporto dei raggi dei 

due circoli si divida la circon- 
ferenza dell epiciclo in qualsi- 
voglia numero di parti uguali, 
per esempio in 12, e si ripor- 
tino sulla circonferenza del de- 
ferente metà da una parte e 
metà dall' altra del punto di 
contatto O L’ arco AOn sarà la 
base della epicicloide. Si nume- 
rino progressivamente i punti 
di divisione dell epiciclo andando da O verso B per ciascun lato, 
e quello del deferente andando da A e da a verso O. Coi rag- 
gi CI, C2, C3, C4, C5 si descrivano altrettanti archi concen- 
trici al deferente, e facendo centro nei punti I, II, III, IV, V con 
aperture di compasso uguali alle corde 01, 02, 03, 04, 05 si 
taglino respettivamente gli archi segnali del numero corrispon- 
dente nei punti M,, M„ M„ M t , M, da una parte, e nei punti 
rn,, wi„ »«„ m„ m, dall' altra. La curva che si farà passare 
per i punti A, B, a e per tutti i punti d intersezione cosi deter- 
minali sarà T epicicloide richiesta Infatti descrivendo l’epici- 
clo C, corrispondente ad un punto III di contatto, siccome il 
raggio III rn, che ha determinato il respellivo punto m , ha per 

' Siccome In evolvente e la cicloide sono un caso particolare della 
generazione della epicicloide (nota I del § 364), le regole che insegnam- 
mo per condurvi la tangente e la normale ,'§g 343, 350) si trovano 
comprese in questa più generale di cui abbiamo ora (tarlato. 

i su 
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costruzione la medesima posizione rispetto al deferente che 
la corda Od, il punto m, sarà situato sulla circonferenza del- 
l' epiciclo c„ ma allora I arco IH m, è uguale all’arco 03 e 
per conseguenza all'arco del deferente III a ; dunque il punto 
ni, appartiene alla curva, come si potrà dimostrare per tulli i 
punti determinati. 1 

371 Considerando il modo col quale abbiamo supposta ge- 
nerala la epicicloide ognuno adesso è in grado di formarsi l'idea 
di uno strumento capace di descriverla. Poiché gli angoli formati 
respettivamenle dal raggio dell’ epiciclo che passa pel punto de- , 
scrivente, e dal raggio del deferente che passa pel punto di con- 
tatto sono descritti nello stesso tempo, la geometria elementare 
ci insegna che essi saranno inversamente proporzionali ai mede- 
simi raggi. Dunque è chiaro che in un tale stromento un lapis 
deve girare intorno ad un punto, mentre questo punto è obbli- 
gato a girare intorno al centro di un circolo fisso, in modo che 
le distanze del lapis e del punto dei respeltivi centri descriva- 
no angoli a loro inversamente proporzionali. Questo stromento 
si chiama compasso epicicloidale o epiciclografo. Il marchese 
Luigi Bidolfì ha sugli esposti principii immaginato un epiciclo- 
grafo proprio a disegnare qualunque epicicloide o ipocicloide, 
del quale crediamo interessante il dare la seguente descri- 
zione- * 

372. Ecco in che consiste essenzialmente l' epiciclografo del 
marchese Ridolfi. Due colonnette PQ, P'Q' ( fig . 243) innalzate so- 
pra un piano PP' sostengano una spranga orizzontale QQ'. Nel 

1 Questo processo si impiegherà indistintamente tanto per le epici- 
cloidi quanto per le ipocictoidi generate in ambedue i casi contemplati 
nel § 366. 

’ 11 signor Luigi dei marchesi Ridolfi ha ampiamente descritto il suo 
epiciclografo, ed analiticamente sviluppata la teoria delle epicicloidi da 
esso disegnale in una sua bella memoria « di alcuni usi delle epicicloidi e 
di uno slramenlo per la loro descrizione. — Firenze 1844. » 
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mezzo di QQ 7 è fissala immobilmente una rotella RR', nel cen- 
tro della quale gira verticalmente l asse AA' di rotazione dello 
slromento. Una verga orizzontale SS' armata di denti ed infilata 
nella estremità inferiore dell' asse AA' può scorrere e fissarsi 
a piacimento mediante un rocchetto 6, o per mezzo di un altro 
meccanismo qualunque. In un anello g praticato nella verga 
SS' gira un secondo asse aa', il quale porta nella estremità su- 
periore un’ altra rotella rr 7 e nella inferiore scorre una seconda 
verga ss 7 a modo della prima, ovvero per mezzo della vite con- 
tinua vv': infine nella estremità s della verga ss 7 è collocata una 
matita o lapis wM Adesso si fissi e si avvolga sulla rotella RR' 


Q A ' Q' 



una corda o una catenella già fissata ed avvolta sulla rotella rr 7 , 
della quale la porzione compresa fra le due rotelle sia tenuta 
continuamente in tensione da una Tnolla spirale n avvolta e fis- 
sata per un capo all asse aa! e per l'altro in un punto fisso d 
della verga SS 7 . Se si (issano le verghe SS 7 , ss' entro i loro re- 
spetlivi manicotti A, a in modo che la differenza A g — as stia 
alla distanza as come il raggio della rotella RR' sta al raggio 
della rotella rr', e col manico B si fa girare lo stromento intorno 
l asse principale AA', la corda mentre si avvolge sulla rotella RR' 
si svolge dalla rotella n J , e fa girare nello stesso tempo intorno 
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l usso aa' il lapis M, il quale adunque per il principio esposto 
segnerà la epicicloide quando il filo sia avvolto sulla rotella RR' 
in senso contrario che sulla rotella rt J , e segnerà la ipocicloide 
quando vi sia avvolto nel medesimo senso 1 Lepiciclografo Ri- 
dolfi esige la costruzione di una coppia di rotelle per ogni nuo- 
va epicicloide secondo il rapporto dei raggi dell epiciclo e del 
deferente; ma credo che la meccanica eviterà questo inconve- 
niente sostituendo alle rotelle un meccanismo diverso capace 
di dare qualunque rapporto dei circoli. * 

Mlnurn dell» epicicloide. — 373. Le epicicloidi, noli 
che sieno i raggi dell epiciclo e del deferente, si possono geome- 
tricamente rettificare Se Oc è il raggio dell' epiciclo (fig. 214) 
e OC quello del deferente, la lunghezza della metà della epi- 
cicloide A ha si ottiene colla proporzione 

co : co co :: 4t-o : ara 

T 

d’onde essendo CO =r OR. 

a 

è la intera epicicloide 

(<) A ha ~ 4 (OR 


cO — Oh 
2 


O b 

■° 6 > OR 




1 In questo secondo caso quando il diametro della rolelln rr'è uguale 
al raggio della rotella RR' c i! diametro dell'epiciclo è pure uguale al 
raggio ilei deferente, il lapis M descrive una linea retta; ma se il rapporto 
dei circoli è qualunque altro, I’ epiciclografo diviene un vero compasso 
ellittico, e la ellisse descritta ha i semiassi maggiore e minore uguali re- 
speltivamenle ad Ag ■+■ ax e ad A g — as. 

’ Il meccanismo da me immaginato rende lo slru mento un poco 
più complicalo, ed esige molta diligenza dal costruttore, ma il vantag- 
gio che arreca nell’ usarlo compenserà la maggior difficoltà di costru- 
zione, la quale dispenserà inoltre la serie non indifferente di coppie di 
rotelle di cui va corredato l'epiciclografo Ridolfi. In altro luogo mi pro- 
pongo di far conoscere il principio e la costruzione dell'epiciclografo da 
ine modificato 
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cioè si ottiene la misura lineare della intera epicicloide prendendo 
il quadruplo del prodotto numerico della somma dei diametri dei 
circoli pel rapporto dei medesimi. Per la ipocicloide AB'a di cui il 
raggio dell'epiciclo sia </0, in un modo analogo avremo invece 

(2) A l/a =r. 4 (OB _ 01/) ~ ; 

cioè si misura la intera i/rocictoide prendendo il quadruplo del pro- 
dotto numerico della di/ferenza dei diametri dei circoli pel rapporto 
dei medesimi 1 

374 Per avere la misura di un arco 6M di epicicloide A ba 
(fìg 244) che abbia una sua estremità nel vertice 6, o di un arco 

l/W di ipocicloide Aè'acbe abbia una 
sua estremità nel vertice è/, si descrive- 
rà col raggio CM l'arco Mm, e dal punto 
m si condurrà nell'epiciclo la corda 
lim. o si descriverà col raggio CM' l’ar- 
co M'm', e dal punto m! si condurrà la 
corda b'm' nel respetlivo epiciclo, e 
quindi nella espressione (1) sostitui- 
ti . . , Oh 

remo — invece del rapporto — . 
OB Oli 



.. l/m' . 

e nella espressione (2) sostituiremo il rapporto -j— invece di 

OB 


1 Se si sommano i valori (I) (2) e vi si pone Ob' = Ob avremo 
Aba ■+■ A ba = 8. 0 b ; cioè 

la lunghezza della curva rientrante Abab'A ( fig . 244) formala dalla epi- 
cicloide e dalla ipocicloide aventi lo stesso deferente e lo stesso epiciclo 
equivale a otto volle il diametro dell’ epiciclo comune; ma la lunghezza 
della cicloide è uguale al quadruplo del diametro del circolo genitore; 
(§ 359) dunque la curva Abab’A equivale al doppio della cicloide ge- 
nerala dall’epiciclo comune 
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quello Effettuati i calcoli come per le intere curve, avremo 


nel primo caso la misura dell’ arco 6M della epicicloide e nel se- 
condo quella dell’ arco 6'M' della ipocicloide. Poiché la ipoci- 
cloide di cui il diametro dell' epiciclo è uguale al raggio del 
deferente si confonde col diametro di quest ultimo (§ 367), la 
regola insegnata se è geometricamente esatta deve mostrare la 
verità di quella medesima proprietà : infatti facendo nella espres- 


sione (2) 06' — — 0B' avremo appunto Al/a = OB 

376. Le superficie poi AbaOA, Ab'aOA ( pg . 244) sono re- 
spettivamente rappresentate dalle espressioni 

(3) AbaOA = n.Ob\ (30B - 4 - 206) 

4 OB 


(4) Al/aOA = ir. 01/* x (30B — 20//) 
V OB 


Dalla (3) si rileva che si misura la su/ierficie epicicloidale rac- 
chiusa fra la intera epicicloide e la sua base moltiplicando la mi- 
sura deli area dell'epiciclo per il quoziente che si ottiene dal divi- 
dere per il diametro del deferente il triplo del diametro stesso ac- 
cresciuto dal doppio del diametro deli epiciclo. Dalla (4) si rileva 
finalmente che si misura la superficie ipocicloidale racchiusa 
come sopra, moltiplicando l'area dell’epiciclo per il quoziente che na- 
sce dal dividere pel diametro del deferente il triplo del diametro 
stesso diminuito invece del doppio del diametro dell' epiciclo. 1 


1 Se in un modo analogo alla nota 4 del § 373 si sommano i valori (3) 
c (4) e si pone 06' = 06 ( fig . S44) avremo 

AbaOA -t- Ab'aOA = 6. ir. 06 

4 ’ 

cioè la superfìcie Abab’A racchiusa dalla epicicloide e dalla ipocicloid* 
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Se nella ( 4 ) si pone Oh' = avremo 
,, 1 ÒB* . 

Ab'nOA = — rr. — - ’ 

2 4 

cioè la misura della ipocicloide, di cui il diametro dell’epiciclo 
uguaglia il raggio del deferente, è data da quella del semicircolo 
deferente ; il che appunto dovendo accadere sotto un tal rap- 
porto ilei raggi dimostra il rigor geometrico della suddetta re- 
gola. 1 

tcpleleloldl •feritile. — 376. Dalla geometria elementare 
sappiamo che quando due coni retti hanno gli apotemi uguali 
ed i vertici situati in uno stesso punto le circonferenze delle 
basi si trovano interamente sopra la superficie di una sfera di 
raggio uguale ai loro apotemi e col 
centro nel punto comune dei vertici. 
Or bene se un cono mobile b \ A 
(fig. 245) si fa rotolare senza striscia- 
mento sopra un cono fisso AVB in 
modo che i due coni abbiano i vertici 
nello stesso punto V, la circonferenza 
della base A b del primo sarà sempre 
sulla superficie della sfera che ha il centro nel vertice comune 
V, e per raggio AV. In questo movimento il primitivo punto di 
contatto A delle circonferenze delle basi Ab, AB descriverà 

aventi lo stesso deferente e lo stesso epiciclo equivale al sestuplo del- 
l’area dell'epiciclo comune. Ma la superfìcie della cicloide è uguale al 
triplo del circolo genitore ($ 361); dunque la superficie Abab'A equivale 
al doppio di quella della cicloide generata dall'epiciclo comune. 

' Le curve epicicloidali godono di mollissime proprietà, le quali per 
essere convenientemente sviluppale richiederebbero un trattalo spe- 
ciale. Per l’uso però che ne possono ricavare le Arti credo possa bastare 
quello che ne ho es|>nsto. 



Fig. 415. 
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sulla superficie della sfera una curva analoga a quelle che ab- 
biamo finora considerate, e che per questa ragione si chiama 
epicicloide sferica. Il lato AV che passa pel punto descrivente A 
genererà durante il movimento del cono mobile una superficie 
conoidale (nota 2 del § 105), che avrà per vertice il punto V e 
per base la epicicloide sferica descritta dal punto A. La epici- 
cloide sferica va soggetta a tutte le varietà della epicicloide 
piana e gode delle medesime proprietà ; perciò potremo esten- 
dere facilmente alla prima tutte le considerazioni che abbiamo 
fatte per la seconda. La epicicloide sferica si applica alla forma 
dei denti delle rote coniche o ad angolo, siccome la epicicloide 
piana si applica alla forma dei denti delle rote piane (§ 368). 
Quando tratteremo nelle future lezioni di Chinematica della co- 
struzione delle rote dentate tornerà più a proposito lo sviluppare 
queste curve sferiche, delle quali qui basterà il breve cenno che 
abbiamo dato. 

, * " 1 



Digitized by Google 


289 


Dkll« sinusoide, dilla concoide 

E DELLE CURVE DI ESTRADOSSO. 

LEZIONE DECIMANONA. 


Definizioni e costruzione geometrica della Sinusoide. — Costru- 
zione meccanica, tangenti e applicazione delta Sinusoide. — 
Generazione e definizioni della Concoide. — Descrizione e 
applicazione della Concoide. — Nozioni fondamentali delle Curve 
di Estradosso — Descrizione delle Curve di Estradosso. 


Sinusoide. 


DcUnixionl e eoiilruilone geometrica della ainuaol- 

dc. — 377. Una curva piana nAéBcCdD [fg. 246), la 

quale serpeggia a Iraverso di una linea retta YY' allontanan- 
dosene ora dal lato destro ora dal sini- 
stro sempre ugualmente, ed in modo tale 
che le porzioni curvilinee successive 

.....a\b, bBc, cCd, d De sieno tutte 

uguali fra loro ed oppostamente situate, e 

che le porzioni rettilinee ab, bc, cd, 

de in cui resta divisa la YY' dai 

punti d’ intersezione a, b, c, d.... sie- 

no pure tutte uguali fra loro, si chiama 
sinusoide o curva dei seni.’ Poiché non 
Flg 540 ' vi sono ostacoli che impediscano di pro- 

lungare anco iufinitamente I’ andamento curvilineo indicato, la 

1 La trigonometria chiama seno di un arco la perpendicolare ab- 
bassala da una sua estremità sul raggio che passa per l'altra estre- 
mità. Se la retta YY’ si prende per asse delle ordinate, e per asse 

37 
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sinusoide è una curva aperta, i di cui rami si estendono al- 
l' infinito da una parlo c dall' altra. 

378. La retta indefinita YY' sulla quale serpeggia la curva 
si chiama asse della sinusoide. Le rette AE, BF parallele al- 
I asse ed ugualmente distanti da esso di quanto la curva mag- 
giormente si allontana nc sono i Untili. 1 punti . .. a, b, c, d 

ove la curva taglia l’ asse ed inverte la sua curvatura sono al- 
trettanti punti d inflessione (§8). In- 
fine ciascuno dei segmenti uguali 
... ab, Ite, cd, de, .... intercetto fra due 
successivi punti di inflessione si dirà 
la base della sinusoide. 

379. semplice quanto è utile il 
processo geometrico per descrivere 
ima Sinusoide dati f asse AY « limili 
LL, L'L' e la base Alt [fìg. 2i7). 
Con un raggio On uguale alla metà 
della distanza LL' dei limili si de- 
scriva una circonferenza alllàlXa, di 
cui il centro O sia situalo sull' asse 
AY' prolungalo quanto occorre, e si 
divida in un certo numero di parti 
uguali, per esempio in 1 2, contrasse- 
gnando i punti di divisione con nu- 
meri progressivi a partire dal punto a dell’ asse. È chiaro 
intanto che i limiti LL. L'L' saranno tangenti alla circonferenza 
descritta nei punti III c IX. Si divida la base AB in 6 parli 

delle ascisse si prende una |>erpendicolnre qualunque XC, la geome- 
tria analitica dimostra che ogni ordinala MP della curva è propor - 

VP 

zionale all’ arco che nel circolo di raggio t ha per seno —, , cioè il 

rapporto della ascissa alla distanza maggiore che passa fra la curva 
e l'asse delle ordinale. Questa è la ragione che ha dalo alla curva il 
nome di sinusoide o curva dei seni. 
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uguali, le quali si riporteranno da 11 in C, c si numerino pro- 
gressivamente le 4 2 parli da A in C. Se ora dai punti di divi- 
sione 1 , 2, 3, i 1 1 dell' asse si elevano le perpendicolari 

»n,ì, »i,2. m,3 m„H, e dai punti di divisione della circon- 

ferenza I, li, III, IV..... XI si conducono altrettante parallele al- 
l'asse, la curva Am,Bm,C che si faccia passare pei punti A, B. 
C e per quelli di intersezione tu,, «i„ m,. w 4 ni,, delle per- 

pendicolari colle parallele contrassegnale del medesimo numero 
é la sinusoide dimandata, la quale si comporrà di due archi 
AnijB. Hw # C uguali ed oppostamente situati Volendo altri due 
archi si riporterà altre due volle la base All da C in D e da 
D in E. e diviso ciascuno in altre sei parti uguali e numerate 
come sopra, si eleveranno dai punti di divisione altrettante 
per|>endicolari, le quali incontreranno i prolungamenti delle re- 
spetlive parallele già condotte dai punti di divisione della cir- 
conferenza, e la curva Cn s l)n,E che si faccia passare pei punti 

C, D, E e pei nuovi punti n„ n,. « 4 n„ stira formala di 

altri due archi C»i,D. Dn,E uguali ed opposti. Riportando suc- 
cessivamente la base All sull'asse e seguitando ad operare 
nello stesso modo potremo prolungare la sinusoide quanto più 
piacerà. Quando le divisioni della base sono in numero pari 
ogni perpendicolare che viene ad elevarsi sulla metà di essa 
divide l’ arco respettivo insistente sulla base in due parti uguali 
e simmetriche ; oltre di che la operazione diverrà assai più 
semplice, poiché basta di descrivere la metà della circonferenza 
col diametro perpendicolare all'asse, come appunto è il caso 
del numero delle divisioni che abbiamo adottato per esempio. 
Ma il processo essendo esposto in un modo generale servirà, 
qualunque sia il numero delle divisioni del circolo ed il punto 
di loro partenza. Ora dal fin qui detto si rileva che la sinusoide 
ha tante infinite varietà quanti differenti rapporti si possono 
stabilire fra la semicirconferenza ausiliaria, ossia fra la distanza 
dei limili c la base. 
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<o«(ro>iotie meccani*», tangenti e applicasi»»! 
dell» ainnaolde. — 380. Nel disegno tecnologico si rende 
indispensabile il saper descrivere geometricamente la sinusoide 
come or ora vedremo. Ma al disegnatore, per quanto 1’ eserci- 
zio acquistato lo renda capace di ridurre la operazione esposta 
alla maggior semplicità, riesce tuttavia imbarazzante la molti- 
plicilà delle linee, e gli sarebbe utilissimo uno stromenlo o un 
processo meccanico qualunque, col quale potesse tracciare col 
rigor geometrico 1’ unico segno della sinusoide, siccome lo può 
delle curve che sono state precedentemente trattate. Ci sembra 
che corrisponda perfettamente a tale oggetto il seguente principio. 

Si supponga un’ asta AB scorrevole entro due anelli a. d 
[fìg. 248), alla quale sia unita invariabifmenle a squadra una 


A 



riga RQ scanalala a 
giorno. Intorno poi 
ad un centro C fisso 
rispetto agli anelli 
a, d giri un regolo 
CN, ed un pernio P 
da fissarsi a piacere 
sul medesimo scorra 
lungo il canale della 
riga RQ. Si suppon- 
ga inoltre che una 
seconda asta dentata 


Fig jig DE parallela alla ri- 

ga RQ e capace di muoversi secondo la sua lunghezza fra le 
guide b, U, porti a squadra un’ altra riga ST scanalata a giorno, 
ed incastri coi denti di un rocchetto fisso invariabilmente al 


regolo CN e concentrico all' asse C Ora se si fa girare il re- 
golo intorno al suo. asse C, il pernio P obbligherà la riga RQ 
a muoversi sempre parallelamente a se stessa, ed il rocchetto 
trasmettendo il movimento all asta DE farà si che la rigaST si 
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manterrà sempre perpendicolare alla riga RQ ; ma è chiaro al- 
lora che ad ogni giro del regolo CN o del rocchetto l' asta DE 
percorre il medesimo spazio, cioè il pernio P descrive archi 
proporzionali alle quantità di cui si avanza contemporanea- 
mente la riga ST (§ 379) ; dunque un lapis M obbligato a scor- 
rere nello stesso tempo nei canali di ambedue le righe de- 
scriverà la sinusoide, della quale la base sarà uguale alla 
lunghezza sviluppata dello circonferenza del rocchétto, l' asse 
passerà pel centro C del rocchetto e sarà parallelo alla riga RQ. 
e la distanza dei limiti uguaglierà il doppio della distanza PC 
del pernio P dal centro C. 

Sopprimendo il rocchetto, l’ asta DE e la riga ST, si po- 
trebbe supporre che girando il regolo CN si avanzasse propor- 
zionalmente il centro C unitamente agli anelli a, a! col mezzo 
di un meccanismo qualunque, ed allora il lapis M fissato in un 
punto qualunque della riga RQ descriverebbe per le stesse ra- 
gioni la medesima sinusoide. 


Con questi principii sarà facile 
adunque il costruire uno stru- 
mento proprio a disegnare una si- 
nusoide qualunque secondo il dia- 
metro che si darà al rocchetto, e 
secondo la posizione del pernio P 
sul regolo CN. 

381. Condurre una langenle ed 
una normale alla sinusoide A RCDE . .. 
da un punto M preso sulla curva 
ifg 249). Facendo centro comun- 
que sull’ asse EO si descriva una 
circonferenza ada'b col diametro uguale alla distanza dei limiti 
B6, l)d, e da uno de? punti d inflessione A e C più prossimi ad M, 
per esempio da A, si conduca ST perpendicolare all’ asse, e dipoi 
dal punto M si tiri parallelamente all’ asse la secante M m alla cir- 



Fig. i49. 
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conferenza. Ora se il punto d’ inflessione A è fra i due il più 
lontano da M, nel punto d' intersezione ni più lontano di ut' da 
M si conduca mt tangente alla circonferenza ada'b, e vi si prenda 
mt uguale in lunghezza all' arco circolare alm. Dall’ estremità 
t si abbassi sopra ST la perpendicolare fT, e si unisca il piede 
T col punto dato M La retta MT sarà la tangente richiesta nel 
punto dato M. Per aver la normale non si farà che elevare 
sulla tangente pel medesimo punto M la perpendicolare Nn. 

Se il punto dato M è situato in un arco CDE della sinusoide 
opposto al primo ABC -{§ 377), seguiremo la stessa regola; se 
non che la lunghezza dell' arco circolare dovrà prendersi in- 
vece fra il punto di intersezione m e l’ estremila a' del diame- 
tro opposta ad a. Ed è chiaro che quando i| dato punto è un 
vertice B dell' arco di sinusoide, la tangente si converte nel 
limite B6 della curva, e la normale nella distanza dei limili 
della medesima. 

È da osservarsi che ogni tangente della sinusoide, eccet- 
tuate quelle dei vertici degli archi, taglia sempre questa curva 
in qualche punto. Quelle poi condotte ai punti di inflessione la 
tagliano nello stesso punto di contatto in modo che ognuna, 
dopo esser stata da una parte, passa dall'altra della curva. Tutto 
ciò deve accadere, imperocché la curvatura di un arco di sinu- 
soide è volta in un senso mentre quella dell’arco successiva- 
mente opposto è volta in senso contrario, e la tangente è sem- 
pre applicata contro la convessità di una curva. 

382. La sinusoide, sebbene non sia fra le curve suscettibili 
di una estesa applicazione, può per la sua forma regolare e per 
le sue numerose varietà venire impiegata nelle arti ornative ; 
cosi negli intagli, nelle cancellate, nelle ringhiere come nelle 
decorazioni la forma della sinusoide può riescire convenien- 
tissima, e lo stesso pittore decoratore può trarne un buon par- 
tito. Ma una vera utilità ne trarrà il disegnatore, o per meglio 
dire, la sinusoide è indispensabile al disegno geometrico per 
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rappresentare forme speciali di alcuni corpi. Sarebbe impossi- 
bile di fare il disegno geometrico di una vile senza saper co- 
struire una sinusoide : imperocché questa curva, come insegna 
la Geometria descrittiva, è la esatta proiezione verticale dello 
spigolo dei pani di una vite. 

l'oncaide. 

(■cncrncionc e ilcllnlzloni della concoide — 383 

Due punti M, m ( fìg . 250), d’intersezione continua di una retta 
mobile MI* che gira intorno ad un punto fisso I’ e di un circolo 
MTm, di cui il centro C striscia lungo una retta fissa ST. od in 

modo che questo medesi- 
mo centro rimanga sem- 
pre contemporaneamente 
sulla retta mobile MP, ge- 
nerano o descrivono una 
curva MN, mn, la quale si 
chiama Concoide. 1 

384 II punto fisso P si 
chiama il polo, la retta fissa 
ST si dice la direttrice ; il circolo MTm si chiamerà circolo rego- 
latore, c la perpendicolare abbassata sulla direttrice dal polo P 
sarà l ' asse della concoide. Dalla generazione di questa curva ne 
segue che la concoide è distinta in due rami simmetrici intorno 
all' asse che si estendono all infinito. Ed è chiaro che i punti 
M, ne allontanandosi continuamente dal polo P si avvicineranno 
sempre più alla direttrice senza toccarla giammai, e perciò la 
direttrice è l'asintoto della concoide (§§ 104, 248). 

Il ramo mbn generato dal punto d' intersezione m situalo 

1 La concoide hi proposta per la prima volta da N'icomede geo- 
metra greco, il quale le dette questo nome per esprimere la forma 
della conchiglia a cui é rassomiglianle. 
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dalli! parte della direttrice ove si trova il polo si chiama più 
specialmente concoide inferiore, e quello MBN generato dal punto 
M situato dalla parte opposta si dice concoide superiore. Qui non 
parleremo della concoide inferiore poiché essa non dà luogo 
che alle considerazioni del Geometra. 1 

Oeacrlzlone e applicazione della concoide. — 385. 
Descrivere la Concoide, dati la direttrice ST, il polo P, ed il rog- 
gio AB del circolo regolatore [pg. 251). Da una parte e dall'al- 
tra dell asse PB condotto 
pel polo P si prendano 
sulla direttrice (pianti pun- 
tisi vogliono C,C',C",C w 1 ec. 
e c, d, c", d" ec. a qualun- 
que distanza fra loro, e per 
essi e pel polo si facciano 
passare le rette PM, PM'. 
PM". PM'". ec. Pro, Pro'. 
Pro", Pro'", ec. Se sopra cia- 
scuna di queste rette a 
partire dalla diretlricesi ri- 
porta il raggio AB, determi- 
neremo i punti M, M', M". 
M'"ec.ed ro, ni, ni", ni'", e c. 
i quali apparterranno alla 
concoide richiesta, e non resterà che unirli con una linea con- 
tinua. 

1 Se al circolo si sostituisce una curva qualunque, ed al centro di 
esso un punto fisso preso sull’ asse della medesima, potrebbero gene- 
rarsi infinite concoidi differenti. Cosi se la curva fosse una ellisse, 
una parabola, ec. si otterrebbe la concoide ellittica, parabolica, ec. 
Nella concoide inferiore se mC è maggiore di AP [fig. SSO), la curva 
formerà un fiocco annodato in P, cioè avrà un nodo o punto doppio 
nel punto fìsso, e per ciò si chiama concoide annodata. SemC è uguale 
ad AP, la curva avrà unicamente una cuspide o un punto di regresso 
nello stesso polo P. 
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386. Dai medesimi principii dipende la costruzione mecca- 
nica della concoide Lo stromento di cui lo stesso Nicomede in- 
ventore di questa curva si è servito per descriverla con un 
movimento continuo è disposto nel seguente modo. Sopra un 
regolo AC (f>g. 252), unito invariabilmente a squadra con una 

riga ST scanalata 
a giorno si fissi 
un pernio P, ed 
in una seconda 
riga MN scanalata 
da una parte pa- 
rimente a giorno, 
si fìssi un pernio 
C Q prossimamente 
all'estremità M, in 
cui si ponga un 
lapis. Se il pernio 
Q si fa scorrere 
fì 8 r>ì. lungo il canale 

della riga ST mentre i lati interni del canale di questa riga stri- 
sciano sul pernio P, la riga stessa gira intorno a P, ed è chiaro 
che il lapis M descriverà con movimento continuo la concoide 
superiore wBMn di cui il pernio P è il polo, e la distanza MQ è 
il raggio del circolo regolatore. Quando il pernio Q possa fissarsi 
sopra MN ad una distanza da M a piacere come il pernio P si 
può fissare sopra AG, lo stromento sarà capace di descrivere 
una concoide superiore qualunque. 

387 La concoide non è generalmente applicabile in alcuno 
uso delle arti, se si eccettua l’ architettura. Gli architetti so- 
gliono dare alle colonne una forma conica, la quale diminuisce 
dal basso all' alto, e di cui la generatrice è una curva. Non è 
questo il luogo di discutere quale sia la curva più conveniente 
alla forma delle colonne rispetto alle condizioni di solidità : so- * 

a» 
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laraenle accenneremo che la concoide è qualche volta impie- 
gala per ottenere il profilo di questa diminuzione, che dicesi 
aflusatura o rastremazione. Or bene in tal caso il raggio Alt 
della colonna (figg . 251 , 252), considerato ai . due terzi dalla 
base superiore, si prende per raggio del circolo regolatore, e 
da questa altezza si conduce una orizzontale IIP : poi fatto cen- 
tro in un punto n (fg. 251), che determina la rastrema- 
zione della colonna, con un raggio uguale ad AB si descriva un 
arco, che tagli l’asse della colonna in o ; e finalmente la retta 
nP che si farà passare pei punti n, o taglierà l’ orizzontale BP 
nel punto P, che sarà il polo della curva, per cui rimane con 
questi elementi a descrivere la curva nei modi insegnati (§§ 385. 
386) che sarà la generatrice della superficie della colonna. 

Curve di estradosso. 

Deflnlslone e prinelpll fondamentali. — 388 Con 

la esposizione della concoide noi avremmo terminato lo studio 
delle curve piane che ci eravamo prefissi di trattare, e che ab- 
biamo creduto potessero avere nelle Arti e nei Mestieri e negli 
usi della vita una utilità più o meno estesa ; ma ci sembra 
debba riuscire di qualche interesse il far conoscere in aggiunta 
una famiglia di curve, che sonori esclusivo dominio della sta- 
tica degli edilìzi. Nell'arte di fabbricare si chiamano in generale 
curve di estradosso tutte le diverse curve, colle quali si può 
generare le superficie convesse o esterne delle volte, sic- 
come sono chiamate curve di intradosso quelle che gene- 
rano le superficie concave o interne delle medesime. 

389 1 diversi Geometri che si sono occupali di studiare il 
modo, col quale i cunei di una volta agiscono per sostenersi a 
vicenda, hanno dimostrato che nella supposizione che nulla si 
opponga alla loro azione, bisogna affinchè una volta si sostenga 
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in equilibrio stabile che i numeri rappresentanti i pesi dei cu- 
nei alieno fra loro come quelli rappresentanti la differenza delle 
tangenti trigonometriche degli angoli 1 formoli dai piani di loro 
contatto con quello verticale condotto per la sommità * Questa 
condizione ci somministra il mezzo facile di procurare alle volte 
la maggiore solidità, e a tale effetto esige che la grossezza della 
volta vada variando dalle imposte verso la chiave o la sommi- 
tà. Or bene, è agevole il comprendere che la generatrice della 
superficie convessa della volta, ossia la curva di estradosso, non 
può in generale esser giammai della medesima natura della ge- 
neratrice della superficie concava, ossia della curva di intra- 
dosso. Le curve di estradosso, oltre a differire dalle respettive, 
curve di intradosso, sono di natura affatto particolare, e variano 
col variare di queste. Esponiamo adunque brevemente i pro- 
cessi, per mezzo dei quali si può determinare le curve di estra- 
dosso, scelte che sieno dall’ architetta le curve di intradosso 
delle volte almeno le più usitate. 

390. La determinazione della curva di estradosso di una 
volta pel principio meccanico stabilito (§ 389), si riduce alla 
ricerca delle tangenti trigonometriche degli angoli formati da 
ciascun piano di contatto dei cunei col piano verticale che passa 
per la generatrice rettilinea più elevata della superficie di intra- 
dosso. La operazione però sarà inutile che venga estesa a tutti i 
contatti dei cunei, e si limiterà unicamente alla porzione di 
turni di estradosso compresa fra il prolungamento dei piedritti, 
perchè la grossezza della volta al di là di questi limili è compresa 
nelle dimensioni dei piedritti medesimi. Spieghiamoci meglio 
coi seguenti esempi. 

1 Si chiama tangente trigonometrica di uu angolo la lunghezza 
della tangente condoli» ad una estremità dell'arco circolare che lo 
misura, e determinala dall'incontro del prolungamento del raggio che 
passa per l'altra estremità. 

! lloNnci.F.T. Art ile biìtir. Troisième seclion. 


Digitized by Google 



300 


LEZIONE DEC IMA NON A 


De»erlsloue delle curve di eatrudoaao. — 3<)f . Data 

» 

la curva di intradosso Allo di una volta circolare a lutto sesto, 
descrivere la curva di estradosso (fig. 253). Dopo aver divisa in 
parti simmetriche intorno alla saetta C li la semicirconferenza 
Alla dell' intradosso, le normali ossia le linee di commesso nV. 
n"s", u'"s J ", ec. dei cunei condotte pei punti di divisione n', n", 

ec prolungate concorre- 
ranno tutte nel centro C. La 
metà della grossezza Model- 
la volta prestabilita alla som- 
mità si riporti sopra una 
metà della corda Aa dal cen- 
tro C in g, e dal punto g si 
elevi la perpendicolare gl 
finché incontra in 1 il rag- 
gio Cn' più prossimo alla saetta CB. Dal punto 1 condotta final- 
mente OP parallela alla corda, i raggi verranno tagliati nei 
punti l, 2, 3, ec., ed i segmenti 01, 02, 03, ec. cosi determi- 
nali saranno le tangenti degli angoli BCn', BCn", BCV" ec. che 
si richiedono ; 1 ma abbiamo posto che le differenze delle tan- 
genti sono proporzionali ai pesi dei cunei (389) ; dunque se 
si riportano le differenze loro 01, 1.2, 2 3, ec. respellivamente 
sulle normali dell intradosso corrispondenti alle metà dei cunei 
da B, U, U\ ec. in M, m', m" ec. e si opera nello stesso modo 
per l’altra metà della volta, la linea dMD che si faccia passare 
pei punti M, tu', ni!' ec. e tutti gli altri cosi determinali sarà la 
curva di estradosso richiesta. Se si trattasse di una volta circo- 
lare a sesto scemo si cercherà prima di lutto il centro dell’ in- 
tradosso, e dipoi applicheremo il medesimo processo. 

1 Se col raggio CO si descrive l'arco di cerchio OR, la reità OP 
sarà tangente nel punto O, e perciò le porzioni 01, 02, 03, ec. se- 
condo la nota I del § 390, saranno le tangenti trigonometriche degli 
ardii 01, Oli, OIII,ec. ossia degli angoli BCn', BCn", BCn'", ec. 
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392. Si può descrivere la curva di estradosso di tutte le 
volte circolari in un modo assai più semplice, che produce 
presso a poco lo stesso effetto Determinata la grossezza BM 
[fio 253) nel punto di mezzo li della chiave della volta, si ri- 
jiorterà la metà del raggio dell arco circolare tre volte da B in 
0 , e dal punto Q come centro col roggio QM si descriverà l'arco 
dMD finché incontri i prolungamenti ad, AD delle linee interne 
dei piedritti. Quest arco di cerchio forma la curva di estradosso, 
che poco differisce da quella descritta col metodo precedente 
delle tangenti (§ 391), ma che è sufficiente nella ordinaria pra- 
tica di fabbricare. 

393. Baia la curva di intradosso aBA di una volta gotica 
circolare descrivere la curva di estradosso (fig. 251). La curva 

di intradosso di una simii volta es- 
sendo composta di due archi di 
cerchio aB, AB che hanno i loro 
centri a,' A sulla corda e formano 
un angolo curvilineo alla sommità, 
la curva di estradosso sarà formala 
pure di due curve uguali e simme- 
triche, che si taglieranno sul pro- 
lungamento della linea di mezzo BC 
Per ottenere una di queste curve si 
conducano, per esempio da a, i 
raggi aB, an', an", ec. e si riporti la metà della grossezza de- 
terminala alla sommità da a in g, e per g si meni la g\ paral- 
lela ad AB, e pel punto d incontro 1 si tiri OP parallela ad a\. 
Le porzioni 01, 1 .2, 2.3, ec. sono le differenze delle tangenti 
(391 e nota 1), le quali riportale sul prolungamento dei raggi 
di mezzo da B, b' , b" ec in M, tu', ni 1 ' ec. avremo altrettanti 
punti che apparterranno alla curva di estradosso MI). Per l'al- 
tra curva M d si opererà in un modo analogo ma contrariamen- 
te. Anco in questo caso se si prolunga il raggio Ba e si riporta 
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la sua mela da a in Q (§ 392) si descriverà col centro in Q e 
col raggio QM l' arco di cerchio MD, il quale potrà prendersi 
per rappresentare senza sensibilissimo errore la curva d’ estra- 
dosso. 

394 Data la curva di intradosso aBA di una intera volta 
ellittica a sesto scemo ( fig . 255), o rialzato ( fìg . 256), descrivere 

la curva di estradosso. Con- 
dotte le normali nV, n"s", 
n"V", alla curva di intrados- 
so dai diversi punti di divi- 
sione u', n", n'" ec. siccome 
abbiamo fatto precedente- 
mente, si riporti sulla corda 
A« la metà della grossezza 
che. si vuol dare alla chiave 
dal centro C in 1 , e da 1 si 
tiri 0.1 parallela alla dit-ezione nV, che incontrerà il prolun- 
gamento dell'asse BC in 0. Se da 0 conduciamo le 02, 
03, ec. parallele respetlivamenle alle direzioni nV, n" V" ec. i 
segmenti CI , C2, C3 ec. saranno le differenze delle tangenti, e 
«perciò riportali sulle medie normali BM, Uni'. U'm!', ec. da- 
ranno i punti M, m', m", ec. pei 
quali non resterà che far passare 
la curva di estradosso dMl). Anco 
nelle volte ellittiche si potrà co- 
me nelle circolari ottenere la cur- 
va di estradosso sostituendo un 
arco di cerchio alla curva de- 
terminala per punti. Stabilita la 
grossezza BM alla chiave, si cer- 
chi la lunghezza media del raggio di curvatura dell' intradosso 
' nella sommità (§§ 20,21), e la sua metà, e si riporli tre volte 
da B in Q, c quindi dal centro Q col raggio QM si descri- 



F ig. 25G. 
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vera I' arco tiMD, che in pratica sarà sufficientemente esatto per 
rappresentare la curva di estradosso, che dia alla volta la ne- 
cessaria solidità. 

395. Le operazioni che abbiamo insegnate cogli esempi pre- 
cedenti indicano bastantemente il processo generale che biso- 
gna seguire per descrivere la curva di estradosso di una volta 
di cui l’ intradosso è una curva qualunque. 1 In un tal proce- 
dere si richiede però di determinare prima di tutto le normali 
alla curva d' intradosso, e perciò è d' uopo che il costruttore o 
il disegnatore sappia condurre speditamente le normali, in spe- 
cie a quelle curve che vengono impiegate nella costruzione 
delle volte secondo le regole che abbiamo particolarmente in- 
segnate per ciascuna. In generale le volte riescono estradossatc 
in modo che la loro grossezza va diminuendo dal basso all'alto, 
cioè dai piedritti verso la chiave (§ 389). Però le volte centi- 

nate secondo la catenaria, e 
quelle secondo la parabola sof- 
frono eccezione. 

396. Quandolacurva di intra- 
dosso aBA è una catenaria 
[fig. 257), la volta conserva 
dappertutto la medesima gros- 
sezza ; cioè la curva di estra- 
dosso dMD è» ugualmente distante dalla catenario. Infatti de- 
terminate graficamente le tangenti siccome facemmo per le 
volte circolari ed ellittiche (§§ 391 , 393, 394), è notevole 
osservare* che le loro differenze CI , 1 2, 2 3, ec. sono tutte 
uguali, e quindi uguali divengono le lunghezze BM, 6W, b"m", ec 

' Si potrebbe giungere anche col calcolo e con maggiore esat- 
tezza a stabilire la lunghezza delle tangenti servendosi delle tavole 
dei seni e delle tangenti. Ma non fa bisogno che questo metodo venga 
indicato a coloro che conoscono la Trigonometria, e sanno trarne un 
utile sussidio. 
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delle medie normali. Questo resultato concorda colla proprietà 
che hanno i corpi eguali di forma e di peso collocati uno ac- 
canto all' altro secondo una catenaria di sostenersi nell aria per 
solo effetto dei loro contatti (§§ 285, 286), e perciò dimostra 
evidentemente l' esattezza del processo che abbiamo indicato, 
e permette, allorché si fa uso della catenaria nella costruzione 
delle volte, di dare alle medesime assai minor grossezza. 

397. Se la curva di intradosso è una parabola la volta pre- 
. senta un effetto contrario, cioè la grossezza va crescendo dai 

piedritti verso la chiave. Ese- 
guendo la costruzione solita 
sopra la parabolaaBA (fig. 258), 
si troverebbe che le differen- 
ze delle tangenti CI, 1.2, 
2.3, ec. vanno continuamen- 
te decrescendo e perciò le 
grossezze medie BM, Viri, 
b"m", ec. dovranno crescere 
andando dai piedritti verso la chiave, e cosi la grossezza di 
una volta parabolica sarà massima alla chiave. Ciò appunto si 
trova giustificalo dai precetti della statica, la quale stabilisce 
appunto che una volta per sostenere un gran peso debba es- 
sere parabolica, e avere la grossezza maggiore alla chiave che 
ai piedritti. * 



Fig. 288. 
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A azioni generali ed esempi ■ — Generazione e descrizione geo- 
metrica dell Elica cilindrica. — Descrizione meccanica 
dell' Elica cilindrica regolare e irregolare . — Superficie, ap- 
plicazioni e misura dell' Elica cilindrica — Generazione e. 
descrizione dell ’ Elica conica. 


Nozioni generitll ed esempi — 398 . Nella lezione pre- 
cedente avendo posto termine allo studio delle curve piane le 
più utili, e maggiormente applicabili, ci resterebbe per com- 
piere il corso geometrico sulle curve di far quello delle curve a 
doppia curvatura, cioè di quelle curve di cui tulli i punti non 
sono situati in un medesimo piano (§ 4). Le curve a doppia 
curvatura non sono generalmente applicabili nelle arti, e per 
poterle rappresentare si richiede necessariamente l’ impiego 
del metodo delle proiezioni, perciò il loro studio essendo più 
competente alla geometria descrittiva, rimandiamo chi fosse 
vago di intraprenderlo a trattati speciali di disegno geometrico 
e industriale Le curve a doppia curvatura suscettibili vera- 
mente di utile applicazione sono pochissime, fra le quali giova 
distinguere quelle chiamate Eliche o Spirali rampanti. Pertanto 
qui ci occuperemo appunto brevemente di queste curve iu vi- 
sta della loro estesa applicazione e dell’ uso continuo che se ne 
fa, e perchè le loro proiezioni sono di facilissima costruzione. 

399. Se si suppone che un punto giri attorno una linea 
retta mentre si avanza con qualsivoglia legge in una direzione 

39 
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die faccia con la medesima un angolo qualunque costante o varia- 
bile, genera la curva che si chiama Elica o Spirale rampante. Se i 
movimenti o gli spazi percorsi dal punto nei due *ensi conservano 
sempre il medesimo rapporto fra loro, la curva si dice Elica 
regolare. La linea intorno alla quale succedono i movimenti è 
l ' asse dell'elica. La porzione di curva corrispondente ad un 
intero giro chiamasi giro dell' elica, o spira. La distanza che se- 
para le due estremità di una spira è delta passo dell’ elica. In 
line se il punto generatore si mantiene alla stessa distanza dal- 
I - asse la curva è situala sopra la superficie di un cilindro cir- 
colare, e perciò si chiama elica cilindrica. La circonferenza de- 
scritta con quella distanza è la base dell'elica cilindrica Se il 
punto generatore si avvicina o si allontana proporzionalmente 
dall' asse la curva vien descritta sulla sujterficie di un cono cir- 
colare, e si dice elica conica. 

400. La natura offre molti esempi nei loro prodotti di eli- 
che. Alcune piante, come sono i convolvoli, i vilucchi, le viti 
stesse e tutte le rampanti si innalzano aggrappandosi ed av- 
volgendosi intorno al tronco di un albero, ad un arbusto o ad 
un palo, formando delle eliche più o meno regolari. L' organi- 
smo di alcune piante, le conchiglie, le corna degli animali non 
presentano molliplici esempi di forme elicoidali? Le scienze e 
le arti studiando l’ indole e le proprietà di quelle forme natu- 
rali le hanno introdotte nei prodotti artificiali. I tiratappi, i suc- 
chielli, i cavaslracci, la fusoide degli orologi, le canne dei fu- 
cili a tortiglione, il serpentino del chimico, la coclea di Archi- 
mede per elevar l'acqua, le vili, le molle, i ricci di capelli, le 
corde, le funi, le scale a chiocciola ec. sono oggetti tutti fog- 
giali dalle arti sotto forma di un’ elica più o meno regolare. 

Elle» cilindrici». 

Krncraiionc c descrizione geometrica. — 401 Si 

supponga di avere intaglialo un foglio di carta secondo un Irinn- 
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goto rettangolo ABC [fig. 259), il quale abbia un cateto o al- 
tezza AB uguale all'altezza ab di un cilindro retto AÌSba a base 
circolare. Se si applica il cateto AB sopra una generatrice retta 
del cilindro,' e si avviluppa lutto il foglio di carta sulla super- 


X 



. Fig- *59. 


licie cilindrica tante volte quante lo permette la lunghezza del- 
I altro cateto BC, la ipotenusa del triangolo, ossia il lembo incli- 
nato del foglio, si disporrà seguendo una linea curva ADEFGHB 
che già chiamammo elica cilindrica (§ 399). 

L'asse XY e la circonferenza della base del cilindro sono l'as- 
se e la base dell' elica. Da questo modo di generazione manifesta- 
mente apparisce che la curva è inclinata ugualmente in tutti i 
suoi punti, vale a dire che ogni tangente condotta da un punto 
qualunque fa sempre il medesimo angolo uguale a quello ACB 
del triangolo generatore, e quindi ha costante il passo, 1 e per- 
ciò è un’ elica regolare. 

1 Nell' elica cilindrica il passo è la porzione di una generatrice 
del cilindro intercetta da due spire consecutive: ed è costantemente la 
medesima perchè corrisponde all' altezza del triangolo rettangolo che 
avrà per base la lunghezza della circonferenza della base del cilindro. 


Digitizéd by Google 


LKZIUNK \ INISSIMA 


:ioh 

402 Dall il passo PQ e la base Pòli descrivere i elica cilin- 

drica regolare (fig. 260) In questa costruzione’ non si tratta che 
di eseguire sopra la superticie di un cilindro le medesime ope- 
razioni che facemmo sopra un piano per descrivere la sinusoi- 
de (§ 379). Infatti si divida la circonferenza Pòli della hasc del 
cilindro in un numero di parti uguali, per esempio in 8, c si 
notino i punti di divisione coi numeri progressivi 1, 2,3, 4 P; 
e per questi punti si conducano allreltanle generatrici rette 
della superficie cilindrica. Sopra una di esse si riporli, a par- 
tire dalla base, il passo PQjehesi divi- 
derà pure in 8 parti, e in ciascun punto 
di divisione si faccia una sezione sulla 
superficie cilindrica parallela alla bhse 
La linea PmWW" Q che si farà pas- 

sare pei punti P e Q c per quelli d' in- 
tersezione ni, in", in"' ec. .delle sezioni 
colle generatrici contrassegnale del nu- 
mero corrispondente sarà una intera 
spira dell'elica richiesta. 

Hiportando il passo sulla medesima 
generatrice successivamente una secon- 
da, una terza, una quarta volta ec. ed 
operando in un modo analogo, otterremo 
una seconda, una terza, una quarta spira ec. dell' elica, cia- 
scuna delle quali avrà per origine il punto ove termina la pre- 
cedente. 

403 Si può risparmiare la descrizione delle sezioni circo- 
lari, e giungere allo stesso intento con maggior semplicità. Cosi 
se a partire dalla base si riporta I' ottava parte del passo su 
ciascuna generatrice tante volte quante ne sono indicate dal 
res[»eltivo numero, rimarranno ugualmente determinali i punti 
pei quali si farà passare la prima spira, e quindi per ottenere 
la seconda, la terza, la quarta ec. basterà riportare successiva- 
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mente I intero passo PQ sulle medesime generatrici a partire 
dai punii precedentemente determinati (§ 401 e nota 1). La 
costruzione di una elica sulle pareti interne di un cilindro si 
eseguirà negli stessi modi purché fa grandezza del diametro 
|>ermetta di operare internamente 

404. Nelle arti giova spesse volte di saper rappresentare 
sopra un piano un' elica cilindrica, ossia saper descrivere la sua 
proiezione Alla Geometria descrittiva spelta lo studiare e sta- 
bilire i melodi che vi conducono, 
ma qui indicheremo unicamente il 
modo di ottenerla colle cognizioni 
acquistate. Hai principio fondamen- 
tale del metodo delle proiezioni che 
accennammo nelle nostre lezioni di 
Geometria elementare si comprende 
bastantemente che la proiezione 
orizzontale di un cilindro retto in 
posizione verticale è un circolo 
rilXtlIIfl [pg. 261), e la proiezione 
verticale è un rettangolo LLL'L' 
diviso per metà dalla proiezione A\ 
dell’ asse. Per conseguenza tutte le 
parallele alla proiezione AY dell'asse 
condotte dai punti di divisione della 
proiezione orizzontale saranno le 
proiezioni verticali delle generatrici rette della superficie cilin- 
drica corrispondenti ai medesimi punti di divisione ; ma la de- 
scrizione della elica sulla superfìcie del cilindro è perfettamente 
identica a quella della sinusoide sopra un piano (§§ 379, 402) ; 
dunque si otterrà la proiezione verticale di un’elica cilindrica 
regolare descrivendo una sinusoide, la quale abbia la base AH 
uguale alla metà del passo dell'elica; e la distanza I.L' dei 
limili uguale al diametro della base dell' elica medesima v 
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405 fi da osservarsi che nelle precedenti costruzioni geo- 
metriche dell'elica (§§ 402, 403) essendo indifferente il nume- 
rare i punti di divisione della base PB6 (fig. 200) per un verso 
o per l'altro, si potranno descrivere sulla medesima superficie 
cilindrica due eliche aventi l’ origine comune e lo stesso passo. 1 
Queste due curve saranno uguali, ma le loro posizioni saranno 
differentemente disposte ; 1’ una sale da destra a sinistra mentre 
l'altra sale da sinistra a destra ; le loro spire corrispondenti 
hanno origine e termine nei medesimi punti, e si incrociano in 
un punto che le divide per metà ambedue. Nel primo caso 
l’ elica si dice sinistra e nel secondo si dice destra. 

todriiilone meccanica dell’elica cilindrica rego- 
lare « Irregolare. — 406 II modo di generazione dell'elica 
cilindrica esposto al § 401, è in sostanza un processo per co- 
struirla meccanicamente. Quando però si voglia un numero 
grande di spire la curva resulta tracciala inesattamente, poiché 
per quanto sottile si prenda il foglio, pei ripetuti avvolgimenti 
il raggio del cilindro anderà ad ogni giro continuamente au- 
mentando della grossezza del foglio dall alto al basso, e perciò 
la elica non verrà rigorosamente descritta sulla superfìcie del 
cilindro, ed il passo anderà continuamente aumentando. 

Per rimediare a ciò si prenda un rettangolo ABCD ( fig. 262) 
formato di un foglio di carta, con la base BC uguale alla circon- 
ferenza sviluppata della base del cilindro, e che abbia l'altezza 
AB stessa del cilindro. Riportato sutl'allezza AB il passo Am tante 
volte quante spire si richiedono, si conducano le mn, m'n' ; 
m"n", ec. parallele alla base BC, e quindi si tirino in ciascun 
rettangolo elementare le diagonali An, mn', m'n" ec. Se ora si 
inviluppa il rettangolo sul cilindro, ogni diagonale servirà a 

1 Nella figura 360 abbiamo indicalo una sola elica per non con- 
fondere inutilmente colla molliplicità delle linee la intelligenza, che 
ci sembra d’altronde sufficientemente illuminala dal semplice enun- 
ciato della proposizione. 
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tracciare una spira, e siccome i lati AB, DC del rettangolo si 
riuniscono sulla stessa generatrice retta del cilindro, tutlé le 
spire formeranno l' elica continua. Per tracciare la elica con- 
traria basterà condurre invece nei rettangoli elementari le dia- 
gonali opposte alle prime ed operare nel modo istesso. 

A 0 407. Ora facilmente 

si comprenderà la di- 
" sposizione di una mac- 
n' chinetta per disegnare 
l’elica regolare di un 
dato passo sopra la su- 
perficie di un cilindro 
C dato PQ ( fig . 263). Il 
Fig - a>t - meccanismo principale 

deve consistere in un sopporto contenente la punta descri- 
vente capace di camminare secondo una linea retta parallela 
all'asse del cilindro dato, mentre questo cilindro gira intorno 
al proprio asse Molti sono i mezzi che la Meccanica può 




A N B 


X 





E 


adoprare per combinare i due movimenti in modo da avere 
sempre lo stesso rapporto fra lo spazio percorso dal sopporto e 
l'arco descritto nel medesimo tempo da un punto qualunque 
della superficie del cilindro. 

Per esempio 1’ asse SR del cilindro PQ girevole nei lati 
verticali Al). BC di un telaio ABCD porti un rocchetto R di 
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circonferenza uguale al passo dell'elica che si vuol tracciare, 
ed a questo rocchetto si altaechi un lilcr, il quale passando sulla 
rotella r vada coll’altro capo ad attaccarsi ad un corsoio N 
mollile lungo il lato superiore All del telaio parallelo all’asse 
del cilindro Se per mezzo di un manubrio E si fa girare il ci- 
lindro. il rocchetto R ad ogni giro raccoglierà una porzione di 
filo uguale alla propria circonferenza, e però un lapis M portalo 
dal corsoio percorrerà una lunghezza uguale al passo, c segnerà 
sulla superficie del cilindro 1 elica regolare. Se il cilindro si fa- 
cesse girare in senso contrario, il filo verrebbe ad avvolgersi 
sul rocchetto R pure in senso contrario, e l’ elica descritta sa- 
rebbe contraria alla prima 

408 I processi tanto geometrici che meccanici che abbia- 
mo esposto servono pure a descrivere l'elica cilindrica, la quale 
abbia il passo crescente o decrescente secondo una data legge 

Infatti nella costruzione del § 402 divisa la circonferenza 
della base del cilindro ( pg . 260), nello stesso numero di parti 
uguali, si prendano sopra una linea indefinita P'X i segmenti 
P'I , l y 2, M,... P'Q' che crescano secondo la legge voluta, se 

A D questi si riportano sulle 

generatrici nolatedel me- 
desimo numero, determi- 
neremo i punti per cui 
deve passare la prima 
spira Pm'm"m"'....Q. Se 
si prosegue a prendere i 
segmenti crescenti colla 
medesima legge e si ri- 
portano sulle medesime generatrici collo stesso ordine, otterre- 
mo una seconda, una terza, una quarta spira ec. 

409. Quando questa operazione si faccia nel rettangolo di 
carta ABC!) (pg. 264), adoprato nella costruzione meccanica 
del § 406. invece delle diagonali An, mn', m'n" ec. dei ret- 
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(angoli elementari avremo altrettante curve, che volgeranno In 
concavità o convessità verso la base BC secondo che le altezze 
Am, mm', m'm", ec. resulteranno decrescenti o crescenti verso 
la medesima, e che avvolto che sia il rettangolo sul cilindro 
A B6« formeranno I intera elica con passo va rial 'ile. Se lilial- 
mente nella macchinetta descritta nel § 407 (fig. 263), al roc- 
chetto cilindrico R si sostituisse il rocchetto conico divergente 
R'. il lapis M traccerehbe sulla superficie del cilindro PQ una 
elica di passo uniformemente decrescente, e viceversa, se si so- 
stituisse il rocchetto conico convergente R", I' elica avrebbe il 
passo uniformemente crescente. 

Se poi il rocchetto R w da sostituirsi avesse un profilo cur- 
vilineo. il passo verrebbe pure a variare ma non uniformemen- 
te : cosi «Conoscendo la forma del rocchetlo potremmo conoscere , 
qual sarà la curva descritta, c viceversa dalia curva descritta 
potremmo rilevare qual sia stata la forma del rocchetlo impie- 
gato. 1 

Superitele, applicazioni 
e misura — 44 0. Si sup- 
ponga adesso che una linea qua- 
lunque Nn, sia anco non retta, 
(/fy. 265) si muova lungo l’elica 
AMBO toccandola sempre in un 
punto M, e conservando la me- 
desima inclinazione coll’asse XY : 
la superficie continua da essa 
generata si chiama superfìcie eli- 
coidale o spirale. * Per esempio la superficie costituita dagli sca- 

' 1 Ai principianti non sarà cosi agevole il risolvere queste questioni : 
imperocché sarebbe loro d’uopo di possedere delle cognizioni geometri- 
che superiori, ed avere specialmente familiare la geometria descrittiva: 
jierció per ora si contenteranno di ritenerle per dimostrate. 

* Nel corso delle Lezioni di geometria elementare parlando delle 
superficie a sghembo indicai specialmente questo genere di superficie. 

lo 
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lini di una scala della volgarmente a chiocciola è una superfi- 
cie elicoidale, della quale gli spigoli degli scalini rappresentano 
altrettante generatrici. 

411. Fra i prodotti naturali e artificiali che abbiamo ram- 
mentati (§ 400) come esempi e applicazioni di linee e superfì- 
cie elicoidali, merita di esser particolarmente distinto un organo 
meccanico tanto comune quanto utile ed importante general- 
mente, la vite. Se nella macchinetta della fìg. 263 invece del 
lapis si suppone un ferro tagliente, questo potrà intagliare nella 
solidità del cilindro un canale di cui la sezione sarà un quadri- 
latero adbc (fìg. 266), o un triangolo bac (fìg. 267), o un altra 
forma qualunque secondo quella che avrà il ferro In questi 

casi ne otterremo un solido 
che presenterà degir spigoli 
salienti e rientranti che sa- 
ranno altrettante eliche cilin- 
driche. 

Quando parleremo della 
costruzione delle macchine 
tratteremo completamente la 
teorica geometrica e mecca- 
nica di questo organo e le sue. estesissime applicazioni, qui ba- 
stando averlo mostrato come una applicazione dell’ elica. 

412. Poiché un’elica si sviluppa secondo una linea retta 
,(§§ 401, 403) o una linea curva (§ 409), se ne otterrà la lun- 
ghezza e quindi la sua misura, se si misureranno coi metodi in- 
segnali (§§ 69 al 76), le linee che formeranno il suo sviluppo. 

413. La superficie elicoidale poi non è suscettibile di esser 
misurata esattamente ; ma se questa superficie si protrae da una 

ma nè allora potemmo, nè ora possiamo oltrepassare i limili dell' ele- 
mentarità, e gli studiosi lo troveranno sviluppato nei trattali speciali 
di Geometria descrittiva. 
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elica regolare o irregolare YAMBCX all'asse XY del cilindro 
(fig. 265), avren\o un resultato maggiormente approssimato 
moltiplicando per la retta generatrice Mn la semisomma del- 
l'asse e dell'elica. Infatti la porzione di superficie MMVn inter- 
cetta fra due posizioni vicinissime Mn, MV della generatrice può 
considerarsi senza sensibile errore un quadrilatero leggermente 
a sghembo, e può considerarsi questo come diviso in due trian- 
goli rettangoli MMV, Mnn' da una Mn' delle sue diagonali riguar- 
date come rettilinee. Ora l’area del triangolo MM'n' è espressa 

MM'xM'n' „ Jt .. , „ fJ nn'xMn 

da ^ e quella del triangolo Mnn' da — , che 

i M 


sommale daranno l’area MM'n'n = -^ (MM ' ■+■ nn')Mn, cioè il 

quadrilatero elementare si misurerebbe moltiplicando per la 
generatrice la semisorama delle porzioni di elica e di asse in- 
tercette fra le due posizioni della generatrice. E finalmente 
sommando tutti i quadrilateri elementari in cui può supporsi di- 
visa la superficie elicoidale, otterremo la misura siccome ap- 
punto l’ abbiamo enunciata. 

Se la superficie elicoidale è racchiosa fra due eliche del 
medesimo passo, come quella di una scala a chiocciola praticala 
nell' interno di una parete circolare, si prenderà la differenza 
delle intere superficie elicoidali, ossia si moltiplicherà la semi- 
somma delle due eliche per la porzione di generatrice compresa 
fra le medesime. La ricerca dì tali misure è frequente nella or- 
dinaria pratica delle arti ? No ; ma non sarà discaro agli stu- 
diosi l' averne appresa una idea. 


Elie» conica. 


Generazione e dencrlzlone. — 41 4. Dal principio ge- 
nerale della generazione dell’ elica chiaramente si comprende 
che l’elica conica in particolare è generata sullo superficie di 
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un cono retto circolare da un punto che pira intorno all asse 
mentre striscia nel senso delle generatrici rettilinee avvicinan- 
dosi o allontanandosi dal vertice. Se ad ogni giro gli spazi per- 
corsi sulle generatrici sono uguali, cioè il passo si mantiene 
sempre lo stesso, l’elica conica è regolare. Da qui i modi di de- 
scrivere e costruire l'elica conica perfettamente analoghi a 
quelli esposti per l'elica cilindrica. 

415. Rispetto alla descrizione geomètrica sulla superficie 
del cono AV’B [fìg. 268), si dividerà la circonferenza della base 
in parti uguali, e dai punti di divisione, P, 1 , 2, ec. si condur- 
ranno altrettante generatrici al vertice, c quindi stabilito il 
passo PQ sulla generatrice PV corrispondente all’ origine si de- 
termineranno, come per l'elica cilindrica regolare o irregolare 
(§§ 402, 408), i punti P, mi, m", tu'"... Q pei quali deve pas- 
sare la prima spira dell elica conica re- 
golare o irregolare, e dipoi si procederà 
ugualmente per la seconda, per la terza 
spira ec. 1 

41 6. L’ elica conica si costruisce per 
mezzo di un inviluppo al pari dell’elica 
cilindrica (§ 406). Le superficie a sem- 
plice curvatura essendo esattamente svi- 
luppabili (§ 1 4), noi sappiamo dalla 
Geometria elementare che lo sviluppo 
di un cono retto AVH ( fìg 269), è un 
settore circolare BVD, che ha il raggio 
uguale al lato VB del cono, e l’ arco BD uguale alla lunghezza 
della circonferenza della base del medesimo Or bene; intaglialo 

1 Per rappresentare sopra un piano l' elica conica, cioè per otte- 
nerne la proiezione verticale, si costruirà una curva colle medesime 
regole della sinusoide, la quale abbia i limiti che si incontrino nel me- 
desimo punto dell’asse, e Tacciano un angolo uguale all'angolo al ver- 
tice del cono. 
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un fottio di caria uguale al settore BVD, si divida I arco BL) in 
tante parli uguali, per esempio in 6, e dai punii di divisione 

I. 2, 3 ec. numerali progressivamente si conducano nllrel- 

lanti raggi VI, V2, V3... ec. Determinato il passo \l>, si divida 

nel medesimo numero di 
parti uguali, e fatto centro 
in Vai descrivano pei punti 
di divisione tanti archi con- 
centrici all'arco Bl), i quali 
incontreranno i raggi VI, 
V2, V3, ec. contrassegnati 
dello stesso numero nei 
punti m', m", in"', ec. La 
curva \m'm"...d che si fan» 
passare pei punti V, ni, 

Mg m m", d rappresenterà lo 

sviluppo della prima spira che ha 1 orìgine nel vertice V. Ri- 
portando il passo V6 da b in V, da U in B e così successiva- 
mente quante volte lo contiene il lato del cono, e dividendo 
ognuno nel medesimo numero di parti, e conduccndo i aspet- 
tivi archi concentrici, determineremo nello stesso modo i punti 
i quali apparterranno agli sviluppi bit, U B ec. della seconda, 
della tenta spira e se più ve ne fossero. * Inviluppando adun- 
que il settore di carta BVD sul cono AVB, le curve Vd, bd', 
ò'D ec. si troveranno disposte, sulla sua superficie in modo da 

formare una cirrva continua Vgbg’b' B, che sarà l'elica conica 

regolare. Ber descrivere l' elica conica irregolare si prenderanno 


1 Queste operazioni colle quali abbiamo determinato idi sviluppi 
delle spire dell'elica conica essendo perfettamente identiche a quello 
che insegnammo per descrivere la spirale di Archimede (tj 318), gl: 
sviluppi VB, bd’, ò’D ec. ( fig. Ì69), sono altrettanti archi della spirale 
medesima avente il polo nel centro del settore. E punendo i settori 
fcVrf, b Vrt , ec. a contatto uno dell'altro e col centro V in comune, que- 
ali archi formeranno una intera spirale d’ Archimede. 


* 
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i passi V6, bU, 1 / B ec. che vadano crescendo o decrescendo e 
sieno divisi in parli crescenti o decrescenti secondo la voluta 
proporzione, e poi opereremo nel modo istesso. 

417. La medesima macchinetta di cui abbiamo data una 
idea al § 407 [fig. 263) per tracciare l’elica cilindrica, serve 
pure a disegnare I’ elica conica. Sostituendo nella macchinetta 
al cilindro PQ un cono girevole parimente sul proprio asse, 
il lapis M per mantenersi a contatto della superficie conica e 
quindi disegnare l’elica dovrà continuamente abbassarsi o ele- 
varsi secondo che si trasporterà verso il vertice o la base del 
cono ; ed inoltre bisognerà costruire il rocchetto R che abbia la 
circonferenza uguale invece in lunghezza alla proiezione oriz- 
zontale del passo dell’ elica conica. Ad evitare questi inconve- 
nienti di costruzione tornerà meglio e più semplice il costruire 
il telaio ARCD in modo da poter disporre il lato AB sempre 
parallelo al lato del cono, ed allora la macchinetta traccerà 
l’elica conica come la cilindrica regolare o irregolare secondo 
che si adoprerà il rocchetto cilindrico o conico e curvilineo. 

418. La breve considerazione che abbiamo fatta sulla gene- 
razione della superficie elicoidale cilindrica {§ 410), varrà pure 
per quella delle superficie elicoidali che hanno per direttrici 
delle eliche coniche. 

E crediamo inutile 1’ annoverare le applicazioni particolari 
che si possono fare della elica conica dopo quanto abbiamo 
detto dell'elica cilindrica in generale (§§ 400. 411). 

419. Finalmente non resterebbe a parlare che della misura 
lineare della elica conica e della area della superficie elicoidale 
che ha per direttrice un’elica conica ; ma anco qui per la pri- 
ma avremo ricorso ai metodi generali applicandoli sia diretta- 
mente sia al suo sviluppo (§§ 69 al 76, 412), e per la seconda 
procederemo -siccome insegnammo per la superficie elicoidale 
cilindrica (§ 413). Dunque, poiché la generatrice va diminuendo 
dalla base al vertice del cono, si misura la superficie elicoidale 
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conica intercetta fra i asse e Ì elica, moltiplicando pei- la media 
generatrice la semisomma dell' elica e dell' asse. 

420. Qui io pongo One alla ultima lezione della Geometria 
delle curve, e con questa chiudo la parte geometrica del nostro 
Corso industriale di Geometria e Meccanica. Ciò non è il compi- 
mento dell' insegnamento geometrico che secondo il nostro pro- 
gramma 1 doveva esser preparatorio dello studio della Mecca- 
nica industriale ; e rimarrebbe a studiare la Geometria descrit- 
tiva. Il pubblico avendo sott’ occhio il resultato delle mie fatiche 
giudicherà dello impegno che aveva di giovare alle arti ed alla 
industria, ed io grato sempre a coloro che assisterono indefes- 
samente alle mie Lezioni, ho lusinga che la loro indulgenza non 
mi sarà negala anco dai miei lettori. 

1 Faceva parte del programma d’insegnamento da me sostenuto 
nell’anno 1149-50 anco un corso di Geometria descrittiva e di disegno 
tecnologico, ma diverse circostanze impedirono che io gli dessi esecu- 
zione. 


FINE. 
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Nola \ al § 22 

La ricerca del raggio di curvatura corrispondente ad un dato punto 
di uua curva non è il solo metodo generale per condurre una tangente 
e una normale alla medesima. Altri ve ne sono utili a conoscere nella 
pratica. 

Condurre una tangente ad una curva qualunque ....CBAMDEF da un 

fiunto dato M preso su di essa (fig. S70). Dal punto M si tirino tante corde 

a piacere MA, MB, MC, MD, ME, MF, ec. 
prolungate quanto bisogna, e si ripor- 
ti su ciascuna di esse a partire dalla 
curva e sempre nel medesimo senso 
una lunghezza arbitraria A a determi- 
nando cosi i punti c, b, a, d, e, f, ec. 
Facendo passare per questi punti una 
linea curva ....cbaMdcf.... essa passerà 
necessariamente anco pel punto dato M 
poiché per questo punto si può sempre 
condurre una corda che sia uguale alla 
lunghezza arbitraria Aa. Ora fallo cen- 
tro in M colla lunghezza Ao per raggio 
si descriva una circonferenza che ta- 
glierà la curva ausiliaria ...ehaWdef... -nel 
punto T, e la retta /MT condotta per il 
punto d' intersezione T e pel dato M, 
Sarà la tangente richiesta. Infatti è 
chiaro che se si supponesse nota la tan- 
gente MT nel punto M della curva si otterrebbe viceversa il punto T 
della curva ausiliaria riportando sulla tangente stessa la lunghezza A a. 
Se la lunghezza arbitraria A a si riporla invece in senso contrario sulle 
stesse corde determineremo i punti a', b\ c,J, e', f, pei quali si farà 

ti 
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passare una seconda curva ausiliari ... cb'a'Md'c'f... e perciò si ollerrà 
la stessa tangente /MT facendo passare una rolla pel punto d' incontro 
t della seconda curva ausiliario colla stessa circonferenza descritta colla 
lunghezza A a e pel punto dato M. 

Perché la posizione della tangente venga più esallanienle determi- 
nala bisogna che il punto d' incontro Tot della prima o della seconda 
curva ausiliario resulti lontano quanto più si può dal dato M, e perciò 
è necessario che la lunghezza arbitraria A a venga presa della maggior 
grandezza possibile. Ma quando la disposizione della figura obblighi a 
prenderla cortissima il punto T sarebbe vicinissimo ad M ed allora sarò 
necessario di costruire ambedue le curve ausiliarie ed aver cosi tre 
punti T, M. f, che meglio determineranno la posizione della tangente 

Nella pratica di tali costruzioni non è mai abbastanza da raccoman- 
darsi la più grande esattezza, imperocché essendo appunto in prossi- 
mità della posizione presunta della tangente MT che bisogna condurre 
le corde per determinare con più esattezza i punti appartenenti alle 
curve ausiliarie, quanto minore sarà la curvatura della curva data, 
tanto più incerti saranno i punti di intersezione delle corde colla curva 
data, dalla vera posizione dei quali dipende principalmente l’ esattezza 
della operazione. 


ti • - .a 

Nota 2 al § 22. 



Condurre una tangente ad una curro qualunque ...CBAMoic... da un 
punto dato T preso fuori di essa, Ifig. 27 1 . Dal punto dato T si condu- 
cano a piacere quante 
secanti si vogliono TA, 
TB, TC, TD, ec. e sulle 
corde A a, Bò,Cc, ec. con - 
siderale come basi, si 
costruiscano altrettanti 
triangoli equilateri A A'a\ 
BB'è, CC'c, DD'd, ec. da 
una parte, c altrettanti 
Aa'o, B66, Ccc, D<fd ec 
dall’altra. Se pei vertici 
A', B’, C’, D’ ec. c a'. b‘, 
* i8- ttti. c, d', ec. si fa passare 

una curva ...C'B'A'Mn’li'c'... questa taglierà la curva data ...CBAMaàc... 
in un punto dato M che sarà quello di contatto, perciò la retta MT con- 
dotta per M e pel dato T sarà la tangente dimandata. E ciò deve essere 
poiché la tangente (intendo considerarsi come una secante di cui lu 
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intersezioni colla curva sieno talmente vicine «In confondersi insieme, 
i due triangoli equilateri corrispondenti sono nulli ossia si riducono ad 
un punto die è quello di contatto. 

Rispetto alla esattezza della costruzione nella pratica l'operatore 
terrà conto della avvertenza finale che abbiamo data nella nota prece- 
dente. 


Nola 3' ni tj 22. 

Condurr e una tangente ad una curva qualunque ...AMACI) . ;x iraltcla- 
mente ad una retta data P(J Ifig. *72), si scelgano sulla curva data diversi 

punti A, 11, C, D, er. a 
piacere, prossimi'quanto 
più si può fra loro, ed 
alla posizione del pun- 
to di contatto presunta 
dall'occhio pratico del- 
l'operatore, c colle re- 
gole insegnate si condu- 
cano da ciascuno di essi 
delle tangenti indeliuite. 
Presa poi una lunghezza 
arbitraria A a si riporli 
su queste tangenti dai 
punti A, B, C, D, ec. in a, b, c, d, cc. e dai punti a, b, c, d, ec. si conducano 
le aa', bb\ cc',dd',ec. parallele alla data QP ed uguali in lunghezza alla 
retta arbitraria Aa. La curva a'b'c'd'... ebe si farà passare pei nuovi 
punti a', b', c', d\ ec. cosi determinati taglierà la curva data in un 
punto M che sarà quello di vero contatto; e però non resterà che 
condurre dal punto M una parallela a l’Q per avere la tangente MT. 
Infatti facilmente si comprende che l’angolo formato da una tangente 
aiisiliaria e dalla respelliva parallela, per esempio l’angolo A aa', dimi- 
nuendo se si va da A verso M, e poi crescendo quando oltrepassato il 
punto M si prosegue nello stesso verso da M in B, vi deve essere un 
istante in cui sarà nullo, vale a dire che la tangente ausiliario A a si 
confonderà colla parallela aa'. Quest' islanle è quello in cui il punto a’ 
della parallela corrispondente aa' cade in quello di contatto ài, in quello 
cioè ove la curva ausiliaria a'b'c'd'.... che è il luogo geometrico del punto 
a' taglia la curva data ....AMBCD.,..', 
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Nola 4 al § 22. 


Condurre una normale ad una curva qualunque PMQ da un punto 
dato N preso fuori di essa ( fig . 273). Con quello fra i metodi che piaceri di 

adottare all' operatore si con- 
ducano diverse tangenti T't', 
T T'Y", ec. tanto da una 
parte quanto dall’ altra della 
posizione presunta del punto 
ove la normale richiesta de- 
ve incontrare la data curva, 
e dal punto dato N si abbas- 
sino su ciascuna tangente le 
perpendicolari N m' , Nm", 
Nm'", ec. Se per N e pei piedi 
ec. di queste per- 
pendicolari si fa lassare una 
curva continua Nmm'm'W"N, 
essa toccherà la curva data 
in un punto M il quale sarà 
il punto d' incontro di una tangente Tt condotta dallo stesso M e della 
sua corrispondente perpendicolare abbassata da N, poiché la curva au- 
siliari è il luogo geometrico di lutti gli incontri simili 

ossia dei piedi di tutte le perpendicolari. Punque la retta NM che si 
fari passare |>cl punto dato N e pel contatto M sari la normale ri- 
cercala. 

In questa costruzione quando la curva data PMQ non abbia punti 
di inflessione, e volga la convessili al dato punto N la curva ausiliaria 
Ntn'm"m'"m""N viene a passare due volle pel medesimo, cioè N è un 
punto doppio; imperocché dal punto N polendo condurre due tangenti 
alla curva data esso è nello stesso tempo il piede di ciascuna delle per- 
pendicolari abbassale su queste due tangenti. 

Nola 5 al § 22. 

Metodo di Roberval. Coloro che -conoscono i principii elementari 
della Meccanica saranno più specialmente in grado di comprendere un 
metodo generale per condurre una tangente ad una curva da un punto 
preso sulla medesima, che Roberval ha dedotto dalla legge del movi- 
mento composto. Sappiamo che una curva può supporsi generata da 
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un punto animalo simultaneamente da due forze concorrenti. Or bene, 
il movimento resultante considerato in un dato istante rispetto ad una 
posizione del punto generatore può esser rappresentalo in grandezza e 

direzione dalla diagonale del parallelogrammo formato dalle rette che 
rappresentano in grandezza e direzione i due movimenti componenti; 
rna questa diagonale deve confondersi colla curva, e prolungata divenir 
tangente alla medesima in quella posizione : dunque si condurrò una 
tangente in un dato punto di una curva qualunque determinando la 
diagonale del parallelogrammo formato sulle direzioni dei due movi- 
menti componenti e coi lati uguali agli spazi che sono o che potrebbero 
esser |>ercor.«i separatamente dal punto di contatto nel medesimo tempo 
in virtù della generazione della curva. 

In atto pratico I' applicazione di questo metodo si riduce in generale 
a saper costruire geometricamente il parallelogrammo dei movimenti 
del punto generatore della curva corrispondente a quello dato di con- 
tatto, ed é appunto la regola che abbiamo data ai §§ 3U, 3i9 per con- 
durre una tangente alla spirale d' Archimede ed alla spirale iperbolica. 
A maggiore schiarimento del modo di applicare il metodo di Roberval 
aggiungeremo anco il seguente 

Esempio : sia l'ellisse AMa la curva alla quale si vuol condurre la 
tangente nel punto V i). Se si suppone che la ellisse sia descritta 

con un filo fi MF di cui i capi sieno fis- 
sati nei fuochi f, F (§ SOi) è chiaro che 
nel movimento del punto generatore M 
la lunghezza del filo fM -+■ MF rimanendo 
sempre la stessa la porzione fM si allunga 
della medesima quantità di cui si accor- 
cia l'altra porzione MF. Dunque il punto 
M tende a percorrere simultaneamente 
sui raggi vettori fX I, FM, due spazi ugua- 
li; perciò prendendo sul. prolungamento 
di FM una porzione qualunque MB, e so- 
pra M f l i porzione M6 = MB , e costruendo 
il parallelogrammo M6TB la diagonale TM sarò la tangente all'ellisse 
nel punto M. Si osservi che il parallelogrammo essendo qui una per- 
fetta losanga gli angoli 6MT, BMT sono uguali, cioè resta verificata la 
proprietà della tangente all'ellisse di dividere per melò l'angolo for- 
mato da un raggio vettore, e dal prolungamento dell'altro (§ 177). 
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Nola al § 176. 


Era già in torchio il § 176 quando mi giunse notizia della scoperta di 
un altro asteroide avvenuta il 15 aprile 1857. Nel corso della stampa 
dell'opera essendone stati successivamente scoperti dei nuovi, per com- 
pletare la serie dei pianeti minori esposta nella nota I della pagina <28 
aggiungeremo qui anco i seguenti secondo l’ordine però di loro sco- 
perta : 


(43) Arianna 

(44) Nisa 

(45) Eugenia 

(46) Senza nome 


(47) Nenia nome 
(481 Nenia nome 

(49) Pale 

(50) Virginia 


l'ultimo dei quali è stato scoperto il di 4 ottobre 1857, e coir esso si 
contano in tutti fino a qui settantotto pianeti che formano col sole il 
nostro sistema planetario. 


Nola ai §§ 201 al 209. 

In pratica può avvenire di dover costruire una ellisse per circon- 
dare uno spazio vuoto, o ripieno d’acqua o contenente ogni altro osta- 
colo, che impedisca di 
eseguire una operazione 
qualunque. In tal caso 
i melodi che abbiamo 
indicali nella I.ezione de- 
cimaprima perdescriver* 
e costruire la Ellisse noti 
potendo essere impiegali, 
qualche volta potrebbe 
convenire di sostituire 
un’altra curva che da 
essa poco d ilTerisca. 

M. Durand ha sugge- 
rito l'idea della costruzione seguente. Sia tracciato intorno allo spa- 
zio o all’ oggetto dato un rettangolo ABCD ifig. 275), di cui i lati 
opposti AB, L)C sieno uguali in lunghezza all'asse maggiore, e i lati 
AD, BC uguali al minore della ellisse. Si divida ciascuno dei lati 
per esempio in 12 parti uguali, e si. numerino progressivamente i 
punti di divisione di AB e BC dalle estremili verso il mezzo, e quelli 
di AD. BC , partendo dal mezzo verso le estremità, come indica la 
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figura. Se si uniscono i punti di divisione contrassegnati del mede- 
simo numero, e appartenenti alle metà dei due lati adiacenti al me- 
desimo angolo ne resulterà un poligono di 24 lati, e la curva che si farà 
passare per lutti i vertici di questo poligono potrà sostituirsi alla ellisse 
restando impossibile di poterne apprezzare a vista la differenza. La ope- 
razione essendo perfettamente la stessa della descrizione della parabola 
per mezzo del metodo delle tangenti (§ 141), è chiaro che ogni quarta 
parte della curva sarà in realtà un arco di parabola, ma quando f ellisse 
debba essere mollo allungala, la curva si confonde maggiormente con 
essa specialmente se si adotta la nostra divisione in lì parli, piuttosto 
che quella in sedici parli adottata da alcuni pratici. 
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della iperbole, fijL — 1 04. Generazione, asintoti e centro delle iper- 
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Parabola. 
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zioni all’ Architettura, Sì 
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conda regola, 403. — 146. Melodo meccanico ordinariamenle prali- 
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settore, 108. — 15*. Quadratura del segmento parabolico insi- 
stente sopra la corda perpendicolare all'asse, HO. — 153. Quadra- 
tura del segmento insistente sopra una corda qualunque, HI. — 151. 
Altra regola per riquadrare il segmento parabolico, tei. — 155. Qua- 
dratura dello spazio parabolico compreso Tra due corde parallele, 113. 

Paraboloide. — 158. Definizioni, 113. — 157. Applicazione alla co- 
struzione de’ refiettori, 114. — 158. Lampioni, ivi. — 159. Fari, 115. 
— 160. Portavoce, e trombe stentoree, 1 16. — 161. Cornetto acustico, 
it>*. — 16*. Specchi uslorii, ivi. 

Misura del paraboloide. — 163. Quadratura della superficie pa- 
raboloidica, 117. — 164. Cubatura del volume del paraboloide, 119. 


Ellisse 

LEZIONE NONA. 

Proprietà geometriche della Kllisse. — Applicazioni ed esempi. — 
Tangenti e Sormali. 

Proprietà geometriche della ellisse. — 165. Assi e centro 
della ellisse, 120. — 166. Fuochi, raggi vettori, eccentricità, ivi. — 
167. I quadrati delle ordinate stanno come i rettangoli delle ascis- 
se, tri. — 168. Rapporto del quadrato dell'ordinata al rettangolo 
delle ascisse, 121. — 169. Il parametro è terzo proporzionale dopo 
gli assi, 12*. — 170. Rapporto del quadrato dell’ordinata al rettan- 
golo delle ascisse rispetto all’asse minore. Corollari, it>i. — 171. Le 
ordinale della ellisse sono proporzionali alle ordinale del circolo de- 
scritto coi semiassi, 123. — 172. La somma dei raggi vettori è uguale 
all’asse maggiore, 124. 

Applicazioni. — 173. Importanza della ellisse, 126. — 174. Arti di 
edificare e del falegname, ivi. — 175. Arti del vetraio, fabbro, cal- 
deraio, lattaio e giardiniere, del tornitore, intarsiatore, orafo, lapi- 
dario ed arti in generale, ivi. — 176. Legge Geometrica dell’Uni- 
verso, 127. 

Tallitemi c normali. — 177. Dati l'asse maggiore ed i fuochi 
condurre la tangente coi raggi vettori in un punto preso sull'El- 
lisse, 131. — 178. Dato l'asse maggiore condurre la tangente colla 
perpendicolare ad un vertice, ivi. — 179. Condurre la tangente 
colla ascissa ed il semiasse maggiore, 133. — 180. Dato l’asse mag- 
gioro ed i fuochi coudurre la tangente ad un punto preso fuori 
della curva, 131. — 181. Condurre una tangente parallela o per- 
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pendicolare ad una rella data, 135. — 18!. Condurre la normale 
da un punto preso sulla curva, ivi. — 183. Applicazioni, 136. 


LEZIONE DECIMA. 
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Determinazione degli elementi ellittici. 

Diametri. — 181. Ogni corda condotta pel centro dell'ellisse vi re- 
sta divisa per metà, 138. — 185. Diametri coniugali, 139. — 186. 
Un diametro divide per metà tutte le corde parallele al suo coniu- 
gato, tei. — 187. Due corde condotte per due punti dell'asse mag- 
giore o minore ugualmente distanti dal centro sono uguali, 111. — 

188. Problema. Data una ellisse trovare il centro, gli assi, i fuochi 
ed il parametro, ivi. 

Rapporti di posizione fra i diametri e le tangenti. — 

189. Due tangenti condotte all’estremità di una corda s' incontrano 
nello stesso punto del diametro che la divide in mezzo, e vicever- 
sa. Corollario, 11*. — 190. Da un punto dato fuori della ellisse con- 
durre la tangente, 115. 

Dcterminaiione degli elementi ellittici. — 191. Condi- 
zioni e dati di costruzione per la ellisse. 116. — 19*. Problema L 
Dato un punto e l’asse minore trovare l’asse maggiore, ivi. — 
193. Problema II. Dato un punto, e l asse minore trovare l’asse 
maggiore, 117. — 191. Problema III. Dato di posizione un diametro 
che divida una retta qualunque trovare il suo coniugato, 118. — 
195. Problema IV. Dati di posizione due diametri trovare gli assi, 
119. — 196. Altra soluzione del problema, 150. — 197. Errori gra- 
fici del problema, ivi. — 198. Problema V. Dati un diametro ed una 
retta trovare la lunghezza del coniugato di nota direzione e gli as- 
si, 151. — 199. Applicazione all’architettura, ivi. — *00. Proble- 
ma VI. Dato un arco trovare il centro, due diametri coniugati, e 
gli assi della intera ellisse, 15*. 

LEZIONE DECIMAPRIMA. 

Descrizione e costruzione della ellisse. — Compassi ellittici 

Descrizione e costruzione della ellisse. — *01. Impor - 
tanza delle proprietà della ellisse nella sua costruzione, 153. — *0*. 
Metodo delle ordinate. Regola prima. Regola seconda, ini. — *03. 
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Metodo dei raggi vettori, 155. — 204. Costruzione meccanica, ivi. — 
205. Suoi inconvenienti nelle grandi costruzioni, 156. — 206. Me- 
todo della somma, e della differenza degli assi, 157. — 207. Sua 
esecuzione meccanica, 158. — 208. Metodo delle ordinate ai dia- 
metri, ini. — 200. Altro processo meccanico, 159. 

Compassi ellittici. — 210. Descrizione Geometrico-meccanica 
della linea retta, 161. — 211. Compasso fondalo sulla somma e dif- 
ferenza degli assi, 463. — 212. Compasso fondalo sulla somma dei 
raggi vettori, 164.' — 213. Altro compasso fondalo sulla stessa pro- 
prietà, 165. — 214. Idea di un compasso dell’Autore, 167. — 213. 
Compasso fondato sulla proprietà dei diametri, 168. 


LEZIONE DECIM ASECONDA 

Combinazioni della Ellisse coi poligoni col circolo e colla Ellisse . — 
Misura della Ellisse. — Ellissoide. — Misura della Ellissoide. 

ConibisiMzlonl della ellisse, coi polieonl, col circolo c 
colla ellisse — 216. Combinazioni in genere, 170. — 217. Com- 
binazione della ellisse coi poligoni, fin. — 218, Col triangolo equi- 
latero, 171. — 219. Coi parallelogrammi, ivi. — 220. Applicazioni, 
172. — 221. Col pentagono, ivi. — 222. Col circolo, iti'. — 223. Colla 
ellisse. 173. — 224. Ellissi concentriche, ivi. — 223. Caso notabile 
delle ellissi concentriche, ivi. — 226. Applicazioni, 174. 

Misuro «Iella ellisse — 227. Della misura lineare e della quadra- 
tura della ellisse, 175. — 228. Rapporto delle superfìcie della ellisse 
e del circolo descritto coi semiassi, ivi. — 229 Regola di quadratura 
della ellisse. Esempio, 176. — 230. Descrivere un circolo equivalente 
ad una ellisse, 177. — 231 . Misura del segmento elliltico formato da 
due corde parallele ad uno degli assi, 178. — 232. Misura del set- 
tore ellittico, 179. — 233. Misura del segmento ellittico formato 
da una corda, ivi. — 234. Misura del segmento ellittico formato da 
due corde qualunque, ini. 

Ellissoide. — 233. Ellissoide allungata e compressa, ivi . — -236. Corol - 
lari della sua generazione, 180. — 237. Costruzione meccanica della 
ellissoide, ini. — 238. Applicazione all'architettura, 181. — 239. Re- 
flettori ellissoidici, ivi. — 240. Intersezione della ellissoide, 182. 

Misuro dello elllssolile. — 241. Misura della superficie ellissoi- 
dica, 183. — 242. Rapporto della ellissoide allungata alla compres- 
sa. Cubatura dell' Ellissoide, 184. 
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■ peritola. 

LEZIONE DECIMATERZA. 

Proprietà geometriche della fperbola. — Diametri e Asintoti. — 
Tangenti e Xormali. — Descrizione e costruzione della Iperbo- 
la. — Misura della Iperbola, e Iperboloide. 

Proprietà geometriche della Iperbola. — 143. Confronto 
colla ellisse, 185. — 144. Assi, fuochi, eccentricità, e raggi vettori 
della iperbole, ivi. — 245. Proprietà relative agli assi, 186. 

Diametri c asintoti. — 246. Proprietà relative ai diametri, 187. 

, — 247. Data una iperbola trovarne il centro, gli assi, i fuochi, cd 

il parametro, 488. — 248. Dati gli assi trovar gli asintoti e viceversa, 
489. — 249. Dato un diametro limitato trovare il suo coniugato, ivi. 

Tanitentl e normali. — 250. Condurre una tangente ad un punto 
preso sulla curva, 494. — 254. Condurre una tangente ad un punto 
preso sulla curva per mezzo degli asintoti, 492. — 252. Condurre 
una tangente da un punto preso fuori della curva, ivi. — 253. Con- 
durre la normale all’ iperbola, 493. — 254. Applicazioni, 4 94. 

Descrizione e costruzione della Iperbola. — 255. Metodo 
dei raggi vettori, ivi. — 256. Costruzione meccanica, 495. — 257. 
Compasso iperbolico, 196. — 258. Altro compasso, ivi. — 259. Me- 
todo degli asintoti, 497. 

Misura dell’ Iperbola, e Iperboloide. — 260. Misura lineare 
dell’ iperbola. 498. — 164. Quadratura dell' iperbola. ivi. — 262. Iper- 
boloide di rivoluzione, ivi. — 263. Corollari della generazione della 
iperboloide, 499. — 264. Applicazioni, iei. — 265. Misura delia su- 
perfìcie della iperboloide, 204. — 266. Cubatura della iperbo- 
loide, ivi. 


43 


Digitized by Google 


INDICI-; DELLE MATERIE. 


:ws 


DELLA CASSINOIDE, DELLA CATENARIA 
E DELLA LEMNISCATA. 


LEZION E DECIM AQUARI A 

Proprietà della Cassinoide. — Descrizione e costruzione della Cas- 
sinoide. — Applicazioni, tangenti e misura della C assinoide. — 
Proprietà della Catenaria. — Descrizione e costruzione della 
Catenaria. — Tangenti e misura della Catenaria. 

Chmsììi otde. 

Proprietà della cassinoide. — 267. Definizione dell* cassinoi- 
de, 203. — *68. Fuochi, raggi vellori, assi, centro c vertici, ivi. — 
269. Simmetria della cassinoide, e valore del prodotto dei raggi vet- 
tori, 20i. — 270. La differenza dei quadrati dei semiassi uguaglia il 
doppio del quadrato della eccentricil!), ivi. — 271. Limili della forma 
nella cassinoide, ivi. — 272. Cassinoide ovale — Cnssinoide depres- 
sa, 203. 

Descrizione e costruzione della cassinoide. — 273. Pro- 
blema I. Dato !' asse maggiore ed i fuochi trovare l’ asse minore della 
cassinoide corrispondente, 206. — 274. Problema IL Dati l'asse mi- 
nore ed i fuochi trovare l’asse maggiore, ivi. — 273. Problema III. 
Dati gli assi trovare i fuochi, 207. — 276. Metodo delle quarte pro- 
porzionali, 208. — 277. Inconvenienti del metodo, ini. — 278. Me- 
todo delle terze proporzionali, 209. 

Applicazioni, tangenti r misturi* della cassinoide — 279. 

Verificazioni della forma delle cassinoidi ovale e depressa, ivi. — 280. 
Applicazione, 240. — 281. Condurre la tangenle e la normale da 
un punto della cassinoide, ivi. — 282. Misura, 24 4. 

l'sten aria 

Proprietà della catenaria. — 283. Definizione della Catenaria, 
ivi. — 284. Proprietà geometriche, 212. — 283. Proprietà meccani- 
ca, ivi. — 286. Applicazione alla architettura, 213. — 287. Applica- 
zione ai ponti sospesi, ivi. 

Descrizione c contrazione della catenaria. — 288. Pro- 
cesso meccanico, 24 4. — 289. Metodo geometrico, ivi. 

Tangenti e misura della catenaria. — 290. Condurre la 
tangente e la normale da un punto preso sulla curva, 247. — 291. 
Misura della catenaria, 248. 
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LEZIONE DECIMAOUINTA 

Genesi e proprietà della Lemniscata. — Descrizione e costruzione 
della lemniscata. — Applicazioni ed esempi. 

Genesi e proprietà dell» lemniscata. _ 294. Definizione 
generale delle lemniscate, 419. — 293. Nodo, generatrice e diret- 
trici, tin. — 494. Lemniscate simmetriche, 220. — 293. Lemniscate 
regolari, iti». — 298. Applicazioni alla ornativa, 221. — 297. Pro- 
prietà geometrica della lemniscata, in. 

Keierlilene e eestrusloiie dello lemniscata. — 298. De- 
scrizione geometrica, ivi. — 499. Altra costruzione geometrica, 222. 

— 300. Altra costruzione, 223. — 301. Costruzione meccanica, 224. 

— 302. Costruzione meccanica della lemniscata regolare, 228. 
Applleaslonl ed esempi. — 303. Principio fondamentale Geome- 

trico-Meccanico, 226. — 304. Sistema articolato pel moto parallelo, 
*®*- — 305- Altro sistema, 427. — 306. Avvertenze ed osservazioni, 
228. — 307. Parallelogrammo di Watt, 449. — 308. Duplice proprietà 
geometrica di esso, 230. — 309. Legge geometrica di natura, 431. — 
310. Tangenti, normali e misura della lemniscata, 233. 

DELLE SPIRALI. 


LEZIONE DECIMASESTA 

Genesi e applicazioni delle Spirali. — Spirale <F Archimede. — 
Spirale parabolica. — Spirale iperboUca. — Spirale logaritmica. 


Genesi e applieaslnnl delle spirali. — 311. Generazione 
della spirale, 234. 314. Centro, raggio vettore, spire, spirali com- 

pagne e varietà delle spirali, it>i. — 313. Applicazioni ed esempi, 238. 
— * 314. Avvertenza sulla loro costruzione, 436. 

Spirale d’ Archimede. — 315. Generazione, 236 — 346. Proprietà 
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geometrica, 230. — 317. Circolo regolatore, polo. 237. — 348. Descri- 
zione geometrica, ivi. — 319. Descrizione meccanica, 238. — 320. 
Compasso dell’ Autore per descrivere la spirale d' Archimede, 239. 
— 321. Osservazioni, 241. — 322. Tangenti e normali, ivi. — 323. 
Misura della spirale d’Archimcde, 242. 

Spirale parabolica — 324. Generazione costruzione e proprietà 
di essa, 24 i. — 325. Condurre la tangente e la normale alla spirale 
parabolica, 246. 

Spirale Iperbolica. — 326. Costruzione e proprietà di essa, ivi. — 
327. Altra costruzione geometrica, 247. — 328. Applicazione alklar- 
chileitura, 248. — 329. Tangenti e normali, 249. 

Spirale logaritmica. — 330. Generazione e costruzione, ivi. — 
331. Proprietà geometriche, 250. — 332. Applicazioni alla architet- 
tura ed alla meccanica, 251. 


DELLE COBVE GENERATE DALLA ROTAZIONE DI DNA CERVA 
SOPRA DN’ ALTRA. 


LEZIONE DECIMASETTIMA. 

Genesi e definizioni generali. — Proprietà e costruzione geometrica 
della Evolvente. — Costruzione meccanica, tangenti e normali 
della Evolvente. — Applicazioni della Evolvente. — Generazio- 
ne, proprietà e costruzione della Cicloide. — Normali e tan- 
genti della Cicloide. 

Genrsl e dcllnlzlonl generali. — 333. Generazione di una 
curva di sviluppo, 252. — 334. Genitrice, deferente, punti di regres- 
so, rami tangenti, e base delle curve di sviluppo, 253. — 335. Di- 
stinzioni delle curve di sviluppo. — Evolvente ed evoluta. — Cicloi- 
de. — Epicicloide, ed ipocicloide, tui. 

Evolvente. 

• ostruitone e proprietà delle evolventi. — 336. Costru- 
zione della evolvente, 284. — 337. Proprietà geometriche, ivi. — 338. 
Evolvente di circolo, 255. — 339. Sua costruzione geometrica, 256. — 
34». Evolvente spirale, ivi. 

CoMrualonc meccanica. — Tangenti e normali della 
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Evolvente. — 341. Costruzione meccanica, 157. — 348. Simme- 
tria dell’ evolvente di circolo, 258. — 313. Tangenti e normali, 259. 

vtpplleitaionl. — 344. Applicazione alla architettura, io». — 345. Ap- 
plicazione alla costruzione delle macchine, 261. 

Cicloide. 

Generailonr, proprietà e costruzione della cicloide. — 

346. Generazione, base, altezza e vertice della cicloide, ioi. - 347. 
Proprietà della cicloide, 862. — 348. Costruzione geometrica della 
cicloide, 263. — 349. Costruzione meccanica, 264. 

Normali c tangenti della cicloide. — 350. Normali e tan- 
genti ad un punto della cicloide, 265. — 351. Normali e tangenti 
alle estremità ed al vertice della cicloide. Cicloide ovale, «t>i. — 352. 
Proprietà del raggio di curvatura della cicloide, 266. 

LEZIONE DECIMOTTAVA. 

Applicazioni della Cicloide. — Misura della Cicloide. — Nozioni 
e proprietà generali delle Epicicloidi. — Descrizione e costru- 
zione delle Epicicloidi. — Misura delle Epicicloidi. — Epici- 
cloidi sferiche. 

Applicazioni della cicloide. — 353. Applicazione alla mecca- 
nica, 268. — 354. Applicazione all’ architettura, ioi. — 355. Esame com- 
parativo della cicloide, della ellisse e della cassinoide, 270. — 356. 
Curva Brachistocrona, 271. — 357. La cicloide è la curva delle di- 
scese della medesima durata, 272. — 358. Applicazione alla orolo- 
geria, 273. 

Misura della cicloide — 359. Misura lineare della intera cicloide, 
ivi. — 360. Misura lineare di un arco cicloidale, 274. — 361. Misura 
superficiale della intera cicloide, tei. — 362. Misura di un segmento 
cicloidale, 275. 


Epicicloide. 

Nozioni e proprietà generali delle epicicloidi. — 363. 
Descrizione della epicicloide, 276. — 364. Epiciclo, deferente, origi- 
ne, base e simmetria della epicicloide, ivi. — 365. Singolarità delle 
epicicloidi, 277. — 366 Ipocicloidi, 278. — 367. Caso in cui la ipoci- 
cloide si confonda col diametro del deferente, 279. — 368. Applicazione 
e proprietà delle epicicloidi, 280. — 369. Tangente e normale, 280. 
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Descrizione e costruzione delle epicicloidi. — 370. De- 
scrizione geometrica «Iella epicicloide, 781, — 371 . Epiciclografo, 782. 
— 377. Epiciclografo del marchese Ridolfi, tei. 

Misura della epicicloide. — 373- Misura lineare della intera 
epicicloide, 784. — 374. Misura di un arco epicicloidale, 785. — 375. 
Quadratura della epicicloide, 786. 

Epicicloidi sferiche. — 376. Generazione e applicazione della 
epicicloide sferica, 287. 


DELLA SINUSOIDE, DELLA CONCOIDE E DELLE CURVE 
DI ESTRADOSSO. 


LEZIONE OECIMANONA. 


Definizioni e costruzione geometrici della Sinusoide. — Costru- 
zione meccanica, tangenti e applicazione, della Sinusoide. — 
Generazione e definizione della Concoide. — Descrizione e ap- 
plicazione della Concoide. — Nozioni fondamentali delle C urve 
di Estradosso. — Descrizione delle Curve di Estradosso. 

Sinusoide. 

Definizioni e costruzione geometrica della sinusoide.— 

377. Definizione della sinusoide, 789. — 378. Asse, limiti, punti d'in- 
flessione e base della sinusoide, 790. — 379. Costruzione geometrica 
della sinusoide, ivt. 

Costruzione meccanica, tangenti e applicazioni della 
sinusoide. — 380. Costruzione meccanica, 797. — 381. Condurre 
la tangente e la normale alla sinusoide, 793. — 387. Applicazioni, 794. 

Concoide. 

Generazione e definizioni della concoide. — 383. Gene- 
razione della concoide, 795. — 381. Polo, direltrice e circolo rego- 
latore. Concoidi superiore e inferiore, 795. 

Descrizione e applicazione della concoide. — 385. De- 
scrizione geometrica. 796. — 386. Costruzione meccanica, 797. — 
387 Applicazione all'architettura, ivi. 
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Curve di estradosso. 

Definizione e prlnelpll fondamentali. — 388. Definizioni, 
298, — 389. Principio meccanico a cui debbono sodisfare, ili — 
390. Limite delle curve di estradosso, 299. 

Deserlalone «Ielle curve di estradosso. — 391 . Descrivere 
la curva di estradosso di una volta circolare, 300. — 392. Sua de- 
scrizione pratica, 301. — 393. Descrivere la curva d’estradosso di 
una volta gotica, ivi. — 394. Descrivere la curva di estradosso di 
una volta ellittica, 302. — 395. Osservazioni generali e casi eccezio- 
nali, 303. — 396. Curva di estradosso di una volta in catenaria, iui. 
— 397. Curva di estradosso di una volta parabolica, 304. 

DELLE ELICHE. 


LEZIONE VENTESIMA. 

Mozioni generali ed esempi. — Generazione e descrizione geome- 
trica dell' Elica cilindrica. — Descrizione meccanica dell' Elica 
cilindrica regolare e irregolare. — Superficie, applicazioni e 
misura dell' Elica cilindrica — Generazione e descrizione del- 
f elica conica. 

Nozioni generali ed esempi. — 398. Avvertenza, 305. — 399. 
Generazione dell' elica. Asse, spira e passo. Eliche cilindrica e co- 
nica. itti. — 400. Prodotti naturali e artificiali, 306. 

Elie» cilindrici* 

Generazione e descrizione geometrico. — 401. Genera- 
zione, asse, base e regolanti! dell’ elica, ivi. — 402. Descrizione geo- 
metrica, 308. — 403. Metodo più semplice, ivi. — 404. Rappresenta- 
zione dell’elica, 309, — 405. Eliche contrarie, 310. 

Costruzione meccanica dell’ elico cilindrico regolare 
e Irregolare — 406. Costruzione pratica, ini. — 407. Macchina 
per disegnare l’elica, 311. — 408. Descrizione geometrica dell’ elica 
a passo variabile, 312 — 409. Sua costruzione meccanica, ivi. — 
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Superficie, applicazioni e misura. — 410. Superficie elicoi- 
dale, 313. — 4M. Applicazione alle viti, 344. — HI. Misura dell’ eli- 
ca. ini. — 413. Misura della superficie elicoidale, io». 

Rllca conica. 

Generazione e descrizione. — 414. Generazione, 315. — 415. 
Descrizione geomelrica,-3l6. — 416. Costruzione pratica, ini. — 417. 
Costruzione meccanica, 318. — 418. Superficie elicoidale, ivi. — 419. 
Misura lineare e superficiale Tri. — 420. Conclusione generale, 319. 


NOTE AGGIUNTE. 

Nota 1, al § 22. Condurre una tangente ad una curva qualunque da 
un punto preso su di essa, 321. 

Nota 2, al § 22. Condurre una tangente ad una curva qualunque da 
un punto preso fuori di essa, 322. 

Nota 3. al § 22. Condurre una tangente ad una curva qualunque pa- 
rallelamente ad una retta data, 323. 

Nota 4, al § 22. Condurre una normale ad una curva qualùnque da 
un punto dato fuori di essa, 324. 

Nota 5, al § 22. Metodo di Roberval sulla costruzione delle tangenti, tu». 

Nota al § 476 . Sui pianeti minori, 326. 

Nota ai §§ 201 al 209. Metodo di Durand sulla costruzione della el- 
lisse, ivi. 
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OPERE UA PUBBLICARSI 


DELLO STESSO AUTORE., 


La Geometria elementare applicata alltj| 
Arti e all'Industria ad uso delle Scuole d Arti 
e Mestieri ec. — Lezioni pubbliche dette nell’ I. 
e R. Istituto Tecnico di Firenze negli anni sco- 
lastici 1849-50, 1851-52. — t voi. in-8. con 
figure intercalate nel testo. 

La Meccanica applicata alle Arti e^l’ Indu- 
stria ad uso delle Scuole d’Arti e Mestieri ec. 
— lezioni pubbliche dette nel suddetto Istituto 
negli anni scolastici 1849-50, 1850-51, 1851-52. 
— Prima parte — Meccanica geometrica (Chine- 
matica). — Un voi. in-8. con figure intercalate 
nel testo. 

L’opera sarà corredata di un grande Atlante 
di Chinematica disegnato dall’Autore. 
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